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1. Zur Theorie der Rückdiffusion von f-Strahlen; 
von Gregor Wentzel, 


§ 1. Einleitung. 


Das Rutherfordsche Atommodell, urspriinglich aus dem 
Studium der a-Strahlstreuung hervorgewachsen, hat bekannt- 
lich später seine größten Leistungen auf einem ganz anders- 
artigen Gebiete, dem der Spektraltheorie, hervorgebracht. 
Inzwischen ist es seiner anfänglichen Bestimmung, ein quan- 
titatives Verständnis der Streuungserscheinungen zu ver- 
mitteln, etwas fremd geworden. Die Rutherfordsche 
Streuungstheorie erstreckt sich nämlich nur auf einen extremen 
Fall, den Fall der Einfachstreuung (mittlere freie Weglänge 
der Strahlpartikeln > Dicke der streuenden Schicht), der 
überhaupt nur bei den Strahlen höchster Energie, den schwer 
ablenkbaren a-Strahlen, realisierbar ist. Eine Erweiterung der 
Theorie wurde vom Verf. in einer kürzlich in diesen Annalen 
veröffentlichten Abhandlung!) (im folgenden als I zitiert) vor- 
genommen; doch war das dort angegebene Rechenverfahren 
abermals nur in einem engen Spezialfall anwendbar (freie 
Weglänge von gleicher Größenordnung wie die Schichtdicke). 
Die bisherigen Theorien der eigentlichen Mehrfach- oder Vielfach- 
streuung erstrecken sich lediglich auf Ablenkungen über kleine 
Winkel.*) Im folgenden soll nun der Versuch gemacht werden, 
auch die diffuse Mehrfachstreuung, wie sie sich beim Durchgang 
von Kathoden- und ß-Strahlen durch Materie in der Regel 
ausbildet, rechnerisch zu erfassen. Wir beschränken uns dabei, 
wie in I, auf den Fall einer planparallelen streuenden Schicht 
von seitlich unendlicher Ausdehnung und lassen die seitliche 
Verteilung der Partikeln überhaupt außer Betracht. Dazu ist 


1) Ann. d. Phys. 69. S. 335. 1922. 

2) Aus der neueren Literatur möchten wir die tiefgehenden Unter- 
suchungen von W. Bothe (Zeitschr. f. Phys. 4. S. 161 u. 300; 5. S. 63. 
1921; 18. S. 368. 1923) erwähnen, die sich namentlich auf den wahr- 
scheinlichsten beziehen. 
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erforderlich, daB wir die Streuungszentren (Atome) als in der 
Schicht ungeordnet verteilt voraussetzen können. Wir ver. 
nachlässigen (wie in I) den Geschwindigkeitsverlust der Strahlen, 
E berücksichtigen aber (über I hinausgehend) die Absorption. 
4 Doch bleibt unsere Theorie hinsichtlich des Absorptions- 
: 1 vorganges rein phänomenologisch; über den Mechanismus des- 
3 selben machen wir keine Aussage. 

Um unnötige Allgemeinheiten und Komplikationen zu 
vermeiden, beschränken wir uns auf die Nachrechnung eines 
einzelnen experimentell gut erforschten Streuungsvorganges. 
Wir entscheiden uns für eine einfache Versuchsanordnung von 
H. W. Schmidt!), welche insbesondere dazu diente, die Rück- 
diffusion der ß-Strahlen des Ur X in verschiedenen Metallen 
(Al, Zn, Sn, Pb) zu studieren. In der Tat verdient die Er- 
scheinung der Rückdiffusion ein besonderes Interesse, da wir 
in ihr die stärkstmögliche Wirkung der Streuung, eine völlige 
Richtungsumkehr der ß-Partikeln (,,unechte Reflexion‘) vor 
uns haben. Indem wir diesen Streuungsvorgang theoretisch 


verfolgen und zu befriedigender Übereinstimmung mit den}. 


Messungen von Schmidt gelangen, hoffen wir zu zeigen, daß 
unsere heutigen Vorstellungen vom Bau der Atome auch von 
solchen relativ komplizierten Prozessen Rechenschaft zu geben 
vermögen. Eine darüber hinausgehende allgemeinere theoretische 
Behandlung von Streuungsproblemen scheint kaum der Mühe 
wert. Immerhin sei bemerkt, daß das im folgenden benutzte 
Rechenverfahren weitgehender Verallgemeinerung fähig ist.?) 


§ 2. Rückdiffusion und Absorption der f-Strahlen 
im Experiment. 

Die Versuchsanordnung von Schmidt bestand in folgen- 
dem. Eine aktive Schicht von Ur X wurde auf die Oberfläche 
einer planparallelen Metallplatte (Al, Zn, Sn, Pb) variabler 
5 Dicke gebracht und die Strahlungsintensitäten an beiden Seiten 
4 in Abhängigkeit von der Dicke gemessen. Wurde die Dicke ver- 


1) H. W. Schmidt, Ann. d. Phys. 28. S. 678. 1907. 

2) Man kann beispielsweise nach der Richtungsverteilung der aus- 
tretenden Partikeln fragen (vgl.I) oder an Stelle von zweien beliebig viele 
parallele, in sich homogene Schichten behandeln. Auch die Zulassung 
von (kontinuierlichen) Unhomogenitäten des streuenden Mediums senk- 
recht zur Schicht (Abhängigkeit der Größen „ und F von z) erschwert die 
rechnerische Behandlung nicht wesentlich. 
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größert, so mußte die Intensität auf der einen (dem Strahler ab- 
gewandten) Seite infolge verstärkter Absorption abnehmen, auf 
der anderen Seite infolge vermehrter Rückdiffusion zunehmen. 

Schmidt gibt in seiner oben zitierten Abhandlung eine 
Theorie dieser Absorptions- und Rückdiffusionsvorgänge; doch 
beruht diese nicht auf Modellvorstellungen, sondern lediglich 
auf optischen Analogien (Reflexion im trüben Medium). Die 
Rückdiffusionskonstante, das ist im wesentlichen die rück- 
diffundierte Intensität bei unendlicher Plattendicke, wird bei 
Schmidt nicht aus bekannten Materialdaten theoretisch 
gewonnen, sondern als empirischer Parameter in die Rech- 
nungen hineingesteckt. Von unserer Modelltheorie dagegen 
müssen wir fordern, daß sie eine absolute Berechnung der Rück- 
diffusionskonstanten ermöglicht. 


Einschränkend muß allerdings bemerkt werden, daß in 
unseren Formeln das wahre Absorptionsvermögen (a) des 
streuenden Mediums für die betreffende 8-Strahlung explizite 
auftreten wird, dessen theoretische Bedeutung uns unbekannt 
ist; wir sind genötigt, a als empirische Konstante einzuführen. 
Doch können wir a aus einer ganz anderen Reihe von Mes- 
sungen bestimmen, nämlich aus den Messungen der durch die 
Platte hindurchgegangenen Intensität, die Schmidt gleichzeitig 
mit seinen Rückdiffusionsmessungen mitgeteilt hat. Auf diese 
Weise wird wieder jede Unsicherheit derabsoluten Werteeliminiert. 


Schmidt bemerkt bei der Diskussion seiner Meßergebnisse, 
daß die Abklingung der durchgegangenen Intensität mit 
wachsender Plattendicke merkwürdig genau nach einem 
Exponentialgesetz erfolge, also ähnlich der Abklingung eines 
Parallelstrahlbündels, während er es in Wirklichkeit mit einem 
sehr diffusen Bündel zu tun hatte, von dem man ursprünglich 
ein ganz anderes Verhalten erwarten sollte (vgl. $10). Wir 
werden später sehen, daß die scheinbare Wiederherstellung der 
exponentiellen Abklingung wiederum gerade eine Wirkung der 
Streuung ist. Die Konstante @, welche die Stärke dieser Ab- 
klingung mißt, das sogenannte praktische Absorptionsvermögen, 
ist natürlich von dem wahren Absorptionsvermögen (für ein 
Parallelbündel) a wesentlich verschieden. Auf diesen Unter- 


. [schied hat namentlich Lenard hingewiesen; dieser bezeichnet 


das Verhältnis @/a als Umwegfaktor. Dieser Name deutet 
darauf hin, daß die Partikeln infolge der Streuung mehr oder 
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weniger groBe Umwege in der absorbierenden Schicht zuriick- 
legen und daher verstärkte Absorption erleiden. Uber die 
Größe des Umwegfaktors war bisher nur aus dem Vergleich 
der Schmidtschen Theorie mit der Erfahrung einiger Auf- 
schluß zu erlangen.!) Indem wir Schmidts phänomenologische 
Theorie der Streuung durch eine Modelltheorie ersetzen, dieff d, = 
exakte Geltung beansprucht, behaupten wir über den Umweg-f und 
faktor bzw. über den wahren Absorptionskoeffizienten a neue§ bru 
und zuverlässigere Aussagen machen zu können. Wir be-§ in 

schäftigen uns aber mit dieser Frage hier nur insoweit, als sief b) 


für unsere Berechnung der Rückdiffusion von Belang ist. dy = 
Int 
§ 3. Formulierung der Aufgabe. dur 


Das f-strahlende Ur X-Präparat bildete in der Schmidt- | gen 
schen Versuchsanordnung eine ebene Schicht, die auf einer 
dünnen Aluminiumplatte (Dicke 9,5 - 10-3 cm) aufgetragen war. | die 
Die aktive Schicht war also jeweils zwischen eine konstantef Int 
dünne Al-Schicht und die variable Schicht eingeschlossen.f „R 
Indem wir die Unterlageplatte von vornherein mitberücksich-f Ver 
tigen, können wir die Versuchsanordnung und unsere Aufgabe§ Ab: 
folgendermaßen kennzeichnen. aus 

Wir führen zur Ortsbeschreibung eine z-Koordinate einf ibe 
derart, daß die z-Achse auf den streuenden Schichten senkrecht 


Ko 
\ owe ger 
Medium I mc 
Medium I a, kei 
“= — dy 
Fig. 1. 
steht. Die aktive Schicht befinde sich in der Ebene z — 0. (1) 
Zwischen den Ebenen z=0 und z= befinde sich ein 


1) Nach Schmidt ist @/a = : ne ‚wo p seine „Rückdiffusions- pr 
konstante“ ist. Die Schlüsse, die Lenard aus dieser Formel in Verbindung 
mit den Schmidtschen Messungen zieht, sind insbesondere deshalb an- 
fechtbar, weil die von Schmidt gemessenen Größen p, wie wir in $8 
zeigen werden, gar keine Materialkonstanten sind. ar 


cht 
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Medium I, zwischen z=0 und z=>—d, ein Medium II 
(Fig. 1). Gefragt ist nach demjenigen Bruchteil der von der aktiven 
Schicht emittierten Intensität, welcher an der Begrenzungsebene 
2=d, (d.h. in Richtung wachsender z) aus dem Medium I austritt. 

a) Wählt man als Medium I Aluminium und setzt 
d, = 9,5 - 10-3 cm und variiert man andererseits das Medium II 
und seine Schichtdicke d,, so ist der gesuchte Intensitäts- 
bruchteil mit derjenigen Intensität identisch, die Schmidt 
in seiner Versuchsreihe für Rückdijfusion gemessen hat. 
b) Wählt man andererseits als Medium II Al und setzt 
d, = 9,5-10-% cm und variiert I und d,, so ist die gesuchte 
Intensität mit derjenigen identisch, die Schmidt als_,,hin- 
durchgegangene‘“ Intensität zur Untersuchung der Absorption 
gemessen hat. 

Bei der Versuchsreihe a) werden wir uns namentlich für 
die Fälle d,=w und d, =O interessieren; die gesuchten 
Intensitätsbruchteile hängen dann eng mit der Schmidtschen 
„Rückdiffusionskonstanten“ p zusammen (vgl. $10). Bei der 
Versuchsreihe b), die wir nur zur Bestimmung des wahren 
Absorptionskoeffizienten a benötigen, wird es für unsere Zwecke 
ausreichend sein, d, = 0 zu setzen, d. h. die dünne Al-Schicht 
überhaupt zu vernachlässigen. 


§ 4. Definitionen, 


In Anbetracht der Symmetrieverhältnisse reicht die z- 
Koordinate allein zur Ortsbeschreibung aus. Desgleichen 
genügt eine einzige Winkelkoordinate » zur Beschreibung der 
momentanen Bewegungsrichtung einer Partikel; p sei der 
Winkel zwischen der positiven z-Achse und dem Geschwindig- 
keitsvektor. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die betrachtete Partikel eine 
Strecke s im streuenden und absorbierenden Medium ohne 
Ablenkung und unabsorbiert zurücklegt, ist 
(1) 
wo u die (streuende + absorbierende) Atomquerschnittssumme 
pro cem des betreffenden Mediums bedeutet. Wir unter- 
scheiden die Koeffizienten der beiden Medien I und II durch 
Indizes: u, und py, . 

Für die Wahrscheinlichkeit, daß eine in der Richtung » 
ankommende Partikel auf der unendlich kurzen Wegstrecke ds 
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in den infinitesimalen Richtungskegel y bis y + dy abgelenkt 
wird, fiihren wir (wie in I) die Bezeichnung ein: 


(2) ds-dy-F (py). 
Es gilt dann die (in I, 8. 346, Gl. (5), augeleitete) Formel: 


olin ds. F(09) 
8) Fyy)= Vieos (9 — y) — cos 9] (cos — cos (p + 


Wir unterscheiden auch die Ablenkungswahrscheinlichkeiten 
F in den Medien I und II durch Indizes: F, (p y) und F,, (9 y). 

Die Wahrscheinlichkeit, daß eine Partikel auf der Weg- 
strecke ds auf ein Atom auftrifft, ist nach (1): 


u.ds. 


Bei einem solchen Stoß kann die Partikel entweder absorbiert 
(d.h. völlig gebremst) oder nur aus ihrer Bahn abgelenkt 
werden. Die Wahrscheinlichkeit für eine Ablenkung (in eine 
beliebige Richtung) ist nach der Definition (2) gleich 


ds [dw 
0 


(unabhängig von 9!); die Wahrscheinlichkeit für die Ab- 
sorption sei a’ds (a,-ds bzw. a, "ds in den Medien I bzw. II). 
Die fundamentale Wahrscheinlichkeitsfunktion F ist demnach 
mit der Atomquerschnittssumme u und dem wahren Ab- 
sorptionskoeffizienten a durch die Gleichung verbunden: 


(4) SavrgW=n-e. 
0 


[Vgl. I, Gl. (24), wo a=0.] 

Wir stellen uns vor, es werde eine Partikel an einer 
beliebigen Stelle z im Innern oder am Rande der streuenden 
Schicht (—d,S2zSd,) in der Richtung q abgeschossen. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß diese Partikel nach gerade n- 
maliger Ablenkung (n = 0,1, 2,...) auf der Seite des Mediums I 
(d.h. in einer Richtung zwischen 0 und z/2, an der Begrenzungs- 
ebene z=d,) aus der Schicht austritt, werde mit 


(5) Jn (2, ) 
bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, daß ein solcher Austritt 


überhaupt irgend einmal (nach beliebig vielen Ablenkungen) 
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erfolgt, d.h. die Wahrscheinlichkeit, daß die Partikel nicht 
an der anderen Seite (II) austritt und auch nicht vor dem 
Austritt absorbiert wird, ist dann: 


In der Versuchsanordnung von Schmidt wurden die 
Partikeln in der Ebene z = 0 abgeschossen, und zwar in kugel- 
symmetrisch verteilter Intensität. Auf den Richtungsbereich p 
bis » + dq entfiel somit der Intensitätsbruchteil: 


dg sin dg sing 
2 


fas sin @ 
0 


Der gesamte an der Seite I austretende Intensitätsbruchteil, 
nach dem in § 8 gefragt wurde, schreibt sich demnach: 


(7) U=4f dpsing-J(,9). 
0 


§ 5. Integrodifferentialgleichung für J (x, 9). 


Eine in Richtung abnehmender z (= <p< x) abgeschossene 


Partikel kann sicher nicht ohne vorherige Ablenkung an der 
Seite I austreten; gemäß Definition von J, (z, 9) ist: deshalb 


d,, z d, . 
Bei einer in Richtung wachsender z abgeschossenen Partikel 
(0< P< +) haben wir zu unterscheiden, ob sie im Medium I 


(2 >0) oder im Medium II (z <0) abgeschossen wird. Im 
ersten Falle erhalten wir die Wahrscheinlichkeit, daß sie un- 
abgelenkt an der Seite I austritt, einfach dadurch, daß wir 


—% ° 
von z bis zur 
COs 


in (1) u =p, und s gleich der Wegstrecke 
Austrittsstelle d, setzen: 


_ 2) = 
(9) J,(z,p)=e . me | “153: 
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Erfolgt der Abschuß im Medium II (¢ <0), so hat man 
zunächst die Wahrscheinlichkeit unabgelenkten Durchgangs 
Hy 
durch das Medium II (bis z = 0) zu bilden: e* er , und diese 
noch mit der Wahrscheinlichkeit unabgelenkten Durchgangs 
durch die ganze Schicht I (von 0 bis d,), d.h. mite ©”, zu 
multiplizieren : 


Aus (8, (9) und (10) ist ersichtlich, daß unter allen Um- 
ständen: 


| O<y<a, 
(11) J, (z,9) 0 


Hier hat man unter „ den Wert des Streuungskoeffizienten an 
der Stelle z zu verstehen; also: 


<d, 
(12) fir 0< 
My fir —d,=z<0. 


Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit J, (z, ) 
eines Austritts nach gerade n-maliger Ablenkung (n = 1) und 
führen sie auf die Wahrscheinlichkeiten (1), (2) und J,_, (2, ¢) 
zurück. Wir lassen den Abschuß zunächst im Medium I in 


Richtung wachsender z |0SzSd,, 0<p< +) erfolgen. 


Die erste der n Ablenkungen erfolge an der Stelle z. Die 
Wahrscheinlichkeit, daB die Partikel von z bis x unabgelenkt 
durchgeht, auf der Strecke dz/cosp aber in den Winkel- 
bereich y bis 9-+dy abgelenkt wird und dann schließlich 
nach n — 1 weiteren Ablenkungen an der Seite I austritt, ist 
nach (1) und (2): 


(& —2) 


- d 
eur 


Integrieren wir diesen Ausdruck über x von z bis d, und über 
y von 0 bis x, so erhalten wir offensichtlich J, (z, 9): 


(18) 
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08) ; 0< p< 
fiir 


54. 


Erfolgt der ances im Medium I in Richtung abnehmender z 
lox Ss:=d, > <p< 2), so hat man zu unterscheiden, ob 


die erste Ablenkung schon im Medium I(z>2>0) oder 
erst im Medium II (0 > x > —d,) erfolgt. Dementsprechend 
setzt sich J, (2, 9) aus zwei Termen zusammen: 


0 a 
d 
(14) + ‚far ORDER 
für S<y<a, 


Analoge Formeln ergeben sich für den Fall des Abschusses 
im Medium II (— d,=z=0). 

Man bemerkt, daß sich auf den rechten Seiten der Gl. (13) 

und (14) der Faktor e ®? isolieren läßt; bei den entsprechen- 
den Gleichungen für —d„S2=0 ist es der Faktor A 
Unter Benutzung der zusammenfassenden Bezeichnung (12) für 
die Streuungskoeffizienten der beiden Medien und einer analogen 
Bezeichnung für die Funktionen F, und F,, erhält man all- 
gemein: 


0 


(15) 
| für OK 
| 


— 


Summiert man die Gleichungen (15) über n von 1 bis oo und 
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addiert außerdem Gl. (11), so kann man beiderseits die Be 
zeichnung (6) benutzen und erhält: 


(16) cosy - fay =0. 
0 


Dieser Integrodifferentialgleichung!) fiir J haben wir noch 
einige Grenzbedingungen beizugeben. Nach (9) bzw. (18) ist: 


Jo(4,9)=1, In (dy) =9, (n =1) 
für O<p<Z 
Andererseits [vgl. (8)]: 


du,p)=0, Jn(—dy,~) =9, (n = 1) 
fir > <p <x. 
Durch Summation iiber n folgt: 


J(d.,g)=1 fir O< gc, 
an (di, $ 9<y 


Die physikalische Bedeutung dieser Bedingungen ist un- 
schwer einzusehen. 
Ferner muß für J (z,q) Stetigkeit in beiden Variabeln (auch bei 
z = 0) verlangt werden, außer an den beiden singulären Stellen: 


(18) z=d,9=- und z=—dy 


In der Tat erkennt man aus (8), (9), (10), (18), (14) leicht 
(fir 2/2 mittels der Substitution z+ s-cosq@), daß 
alle Glieder der Reihe (6) einzeln die genannten Stetigkeits- 
eigenschaften besitzen. 

In der Gleichung (16) und den genannten Grenzbedingungen 
haben wir unser Problem in mathematisch allgemeinster Weise 
gefaßt. 


§ 6. Integration. 


Wir stellen das Integral unseres Problems in Gestalt einer 
stark konvergenten Reihe dar, zu der wir gelangen, indem wir 


1) Genau gesagt ist die (Gl. 16) eine Differentialgleichung bezüglich der 
Ortsvariablen x, eine Integralgleichung bezüglich der Richtungsvariablen 9. 


J(-d,,y)= 0 für —<y<a. | 


den 
and 
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den im vorigen Paragraphen beschrittenen Weg in etwas ver- 
anderter Weise zuriickgehen. 

Wir führen eine Folge von Funktionen I, (z,y) (n=0, 
1,2,...) ein, die wir der Reihe nach den folgenden Differential- 
gleichungen und Grenzbedingungen unterwerfen: 


COs —a-I,(z,g)=09, 


(19) Lad, 9) =1 für p< +, 
fir 
CP ACS 
cos ps _ 


+ f dy I,-1 (2,9) =0, 
0 


(20) 
(4,, p) = 0 für P< 
1,(-4,9)=0 für g >=, 
= 1,2,...). 


Durch Summation der Gleichungen (19), (20) erkennt man 
unmittelbar, daB die Reihe 


en) 


die Integrodifferentialgleichung (16) und die Grenzbedingungen 
(17) befriedigt. 
Integration von (19) ergibt: 
(22) La,p)=e für 0=7:=d, 
a d,—a z 


(23) für 0<g< =, —d,S750, 


(24) I, (z, p) = 0 für -<y<a, -d,S22d,. 


Die Formeln (22), (23), (24) sind genau analog den Formeln 
(9), (10) und (8) für Jy (2,9); in der Tat unterscheiden sich 
auch die Differentialgleichungen (19) und (11) nur in den 
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Koeffizienten a bzw. u. Ebenso erhält man durch Integration 
von (20) Rekursionsformeln für die I, (z, 9), die den Formeln 
(13), (14) für die J, (z,q) sehr verwandt sind: 
(28) 
dı dz a (a — 
= 
(25) 
[fave (py) + (2 — (uy — + In-ı (% 
0 jed 
für O<y<z; 0S:=d. när 
ide 
(23 
0 a,, 2) Sul 
dx 
(gy): I, n—1 yw) — (Hy ong (x, 
mo 
Rı 
+f cos @ pi we 
a nu 
0 4 
fiir -d,S:=0. 
A 
0 a, (2 
d - 
ve 
0 J 
2% 
0 
fev Fy (py) W) — (My — 
ö 
für -<y<a, 
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d 


(28) 


fev (py) (2, y) (My @,,) (z, p) 
0 


fir <4, 


Bezüglich der Stetigkeitsforderungen sei bemerkt, daß 
jedes einzelne Glied der Reihe denselben genügt. Für z= 0 
nämlich werden (22) und (28), (25) und (26), (27) und (28) 
identisch. Andererseits geht im Limes g = 2/2 (22) in (24), 
(23) in (24), (27) in (25) und (26) in (28) über, wie durch die 
Substitution « = z+ s'cosg leicht nachgewiesen wird. 


8 7. Die Funktion F (py). 

Die bisherigen Erörterungen gelten für jedes beliebige Atom- 
modell. Von jetzt ab stellen wir uns auf den Boden des 
Rutherford-Bohrschen Modells. Da wir es mit schnellen, 
schwer ablenkbaren f-Strahlen zu tun haben, werden wir im 
wesentlichen nur mit der Kernablenkung zu rechnen brauchen; 
nur bei den kleinsten Ablenkungen (< 1°) wird sich die ab- 
schirmende Wirkung der Elektronenhülle (vgl. I, 3. Abschn., 
$2) geltend machen. Wenn wir also zunächst von kleinen 
Ablenkungswinkeln g absehen, können wir für die Wahrschein- 
lichkeit der Elementarablenkung F (0, y) den Rutherfordschen 
Ansatz: 

detg* 
(28) FO, g) =— —, 


verwenden. Die Zahl x setzt sich folgendermaßen aus lauter 
bekannten Materialkonstanten zusammen: 


(30) z=nnd!,, b= —. 


n = Atomzahl pro ccm, 
e = Elektronenladung, 
eZ = Kernladung, 
T = kinetische Energie eines ß-Elektrons. 


1) Vgl. Phil. Mag. 21. 1911. 8. 674, Gl. (4) oder auch I, 3. Ab- 
schnitt, $ 1, Gl. (33). 
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‘Aus (29) folgt mittels (8) [vgl. I, Gl. (89)]: we 
ö sin y 7 2siny (1 — cos@ cosy) 
(lp —y|>0). 
setz! 


Der Umstand, daß diese Formel bei kleinen Richtungs- 
änderungen |p — y| unzuverlässig wird, bringt es mit sich, 
daß wir sie zur Auswertung der Formeln (25) bis (28) nur in 
den Fällen 

y<Z<y ud y<Z<p <0) 


cos y 


bequem verwenden können, dann aber auch ohne Bedenken, 
selbst wenn » und yw von beiden Seiten gleichzeitig gegen 2/2 
konvergieren. In letzterem Falle wird nämlich der durch 
fälschliche Anwendung von (31) begangene Fehler dadurch 
unterdrückt, daß die betreffenden Partikeln besonders stark 
absorbiert werden (Bewegung parallel zur Oberfläche; Faktor 


e wer <ll). 

Glücklicherweise können wir uns in allen Fällen, wo uns 
die Formel (31) im Stich läßt, mit einer noch bequemeren 
Näherung begnügen. Man beachte nämlich, daß die Funktion 
F (py), in Abhängigkeit von y betrachtet, bei Annäherung 
von y an den Wert @ rapid ansteigt und in der Nähe von 
y=p ein oder zwei stark ausgeprägte Maxima besitzt. Phy- 
sikalisch bedeutet dies, daß die kleinen Richtungsänderungen 
(p — y) sehr viel häufiger sind als die großen. Es scheint des- 
halb statthaft, in einem Integral von der Form 


Saw fy) 
0 
die Funktion f(y) nach Potenzen von (cos y — cos p) zu ent- 
wickeln und nach dem quadratischen Glied abzubrechen. Aus 


Formel (3), die in I, §. 346 bewiesen wurde, findet man aber 
leicht durch Umkehrung der Integrationsreihenfolge: 


(82) fev Fpwcos wy — cosy) =— 0089-9, 
0 


(88) F(gy)(cos y— cos sin? 
0 


ver! 

in ( 

auf 

Fun 

weg 

(35) 

Vor 

nur 

ma. 

Fo! 

Ele 

hie 

Ar 

beg 

: die 
| (36 
h rat 
mi 

7 un 


1S 
=) 


Zur Theorie der Rückdiffusion von B-Strahlen. 575 
wenn man 
(34) fay FO w) (1 — cosy) = 
0 


setzt und höhere Glieder: 


fay F (gw) (cos w — cos p)* (n = 2) 
0 


vernachlässigt. Wie man durch Entwickeln des cos y nach p 
in (34) erkennt, ist 20 das mittlere Quadrat der Ablenkungen 
auf der Wegstrecke 1. Man kann also, vorausgesetzt daB die 
Funktion f (y) die erforderlichen Stetigkeitseigenschaften besitzt, 
wegen (4), (32) und (33) mit guter Annäherung schreiben: 


d 
+9. |- COS + sing 


(85 


Voraussetzung für die Gültigkeit dieser Formel ist, daß wirklich 
nur die kleinen Richtungsänderungen für den Wert des Integrals 
maßgebend sind. 


Um den Zahlwert von © zu ermitteln, haben wir in der 
Formel (29) für F (0g) eine Korrektur für den Einfluß der 
Elektronenhülle der Atome (für kleine 9) anzubringen. Die 
hierher gehörigen Fragen sind im 3. Abschnitt der oben zitierten 
Arbeit I eingehend diskutiert. Wir übernehmen den dort ($ 4) 
begründeten Ansatz (44) für F(09) hierher [man vgl. auch 
die dortige Formel (34)]: 


(36) F(0g)=—-* 


Hier bedeutet b die in (80) verwendete Lange, R den Atom- 
radius, d.h. den nach der Bohrschen Theorie zu schätzenden 
mittleren Abstand der Elektronen vom Atomkern. Mit (84) 
und (36) erhält man: 


(87) =—2x-e- Bil- 
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Die Funktion Ei (— x) ist der bekannte Integrallogarithmus: 


In unserem Falle ist wegen der hohen Geschwindigkeitf Erm 
der 8-Strahlen b< R. Man erhält daher aus (37) nach Einf 9 > 


setzung einer bekannten Entwicklung sehr genau: Ver 

I, (2 
(38) = 4x- (log nat — $) ht 
(C = Eulersche Konstante = 0,5772). Da hier der Atom au 
radius R nur logarithmisch eingeht, ist die durch ihn herein 4 


gebrachte Unsicherheit nur eine geringe.!) 


$ 8. Allgemeine Folgerungen. 


Es soll zunächst untersucht werden, was aus unser 
Ansätzen wird, wenn wir die Formel (35) unbedingt und o 
Einschränkung in sie einführen. Die Integrodifferential 
gleichung (16) geht durch sie in eine lineare partielle Diff 
rentialgleichung 2. Ordnung vom Typus einer allgemeine 
Wärmeleitungsgleichung über.2) Das oben angegebene In 
grationsverfahren bleibt gültig, wenn man in den Formeln (25 
bis (28) überall auf (35) Rücksicht nimmt. An Stelle von ( 
erhält man beispielsweise: 

dı a, (z — 2) 


I,(z, = cos p 


dcosp dcosg? | 


Der Umstand, daß hier das kleine mittlere Ablenkungsquadrat 
vor das Integralzeichen tritt, ist bestimmend fiir die starke 


1) Auch die in (86) steckende Annahme über die Verteilung 
Elektronen ist so gut wie belanglos. Wählt man nämlich statt (36) den 
anderen in I vorgeschlagenen Ansatz [daselbst (36)], so fällt in (38) nur 


der kleine Term — < fort, wodurch sich @ höchstens um einige Prozeal 
ändert. Man vergleiche auch die eingehende Diskussion dieser Frage bei 
Bothe [Zeitschr. f. Phys. 4. S. 300. 1921, Gl. (10) S. 308 und 309). 


2) Vgl. den Vortrag des Verf.s auf der Naturforscherversammlung 
in Leipzig. Phys. Zeitschr. 28. S. 435. 1922, 
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Konvergenz der Reihe ZI, und begründet nachträglich die 
spezielle Form unseres Ansatzes (19), (20), (21). 

Indessen führt uns die Näherung (35) im Rahmen dieses 
Integrationsverfahrens nicht zu unserem eigentlichen Ziel, zur 
Ermittlung der Riickdiffusion. Da nämlich nach (24) für 
g>n/2 I,(2,9)=0 ist, wird vermöge (27) und (28) bei 
Verwendung von (35) für g>n/2 auch I, (z,g) =0, 
I, (2,~) =0 usw., allgemein I„(z,9)=0. Dies bedeutet: 
wird eine Partikel in Richtung abnehmender z (y > 2/2) 
abgeschossen, so gelingt es ihr nicht, durch eine endliche Zahl 
von Ablenkungen in eine Richtung mg < 2/2 zu gelangen und 
in dieser Richtung (an der Seite I) auszutreten. In der Tat 
hatten wir die Näherungsformel (35) in der Voraussetzung 
abgeleitet, daß die sehr kleinen Ablenkungen für die Streuung 
bestimmend seien, so daß eine Rückdiffusion erst durch un- 
endlich viele Ablenkungen zustande kommen kann. Unser 
Integrationsverfahren würde uns also bei durchgehender Ver- 
wendung der Näherungsformel (35) keine Rückdiffusion liefern. 
Damit ist noch nicht gesagt, daß die Differentialgleichung, 
in welche (16) durch (35) übergeht, überhaupt keine Rechen- 
schaft von der Erscheinung der Rückdiffusion geben könne; 
während unsere Reihenlösung versagt, könnte es möglicher- 
weise Integrale in anderer Form geben, die dem Problem 
gerecht werden. Wie dem auch sei: am bequemsten ist es 
jedenfalls, direkt von der Integrodifferentialgleichung (16) aus- 
zugehen und den Gebrauch der Formel (35) auf das Notwendige 
zu beschränken. 

Zur Abkürzung der folgenden Formeln wollen wir dazu 
übergehen, alle Längen in Vielfachen von 1/«, d.i, der freien 
Weglänge der Absorption zu messen, indem wir setzen: 


(39) | a,d,=0,, solang z>0, 


solange z<0. 


Wir betrachten zunächst diejenigen Partikeln, welche (in 
der Ebene z=0) in Richtung wachsender z (py <n/2) ab- 
geschossen werden. Würden sie keine Streuung erleiden, so 


if würde von ihnen der Bruchteil 


2/2 
(40) fay sing I, (0, = e”°ı + 6, - Li(— 0) 
0 
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an der Seite I austreten. Der Einfluß der Streuung, welche 
die Partikeln bei der Durchquerung des Mediums I erfahren, 
gibt sich in den höheren Gliedern 


J ¢psin 1,0, 9) (n = 1,2,...) 
0 


kund. Dieser Einfluß wird, sofern die Dicke d, nicht sehr groß 
ist, nur von untergeordneter Größe sein; man wird sich des- 
halb bei Berechnung des ersten Zusatzgliedes bereits mit 
der Näherung (35) begnügen und das zweite Glied schon ver- 
nachlässigen können: 


(41) Jeg sin I, (0, p) = -4 
0 P 
a2 
(42) dpsing 1,0, ¢)=0 (n => 2). 
0 


Wie das negative Vorzeichen in (41) aussagt, hat die Streuung 
eine Verstärkung der Absorption zur Folge; in der Tat wird 
die von einer Partikel im Schichtinnern zurückgelegte Weg- 
strecke, wie man leicht einsieht, durch die Streuung öfter und 
mehr vergrößert als verkleinert. Bei den folgenden Berech- 
nungen der Rückdiffusion wird der Term (41) immer sehr 
klein gegen (40) sein, so daß die Vernachlässigung der höheren 
Terme berechtigt scheint. Auch bei der Ermittlung des wahren 
Absorptionskoeffizienten werden wir uns auf hinreichend kleine 
Dieken d, beschränken können. 


Von den in Richtung abnehmender z (p > n/2) ausgesandten 
Partikeln kann keine ohne vorherige Ablenkung an der Seite I 
zum Austritt gelangen: 


(43) f dy sing I,(0,¢) = 0. 
a/2 


Hier bildet also der Term mit I, den wichtigsten Bestandteil, 
den Hauptbeitrag der Rückdiffusion. Wegen (24) haben wir 
diesen Term aus (27/28) mittels der Formel (31) exakt aus- 
integrieren können: 
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(44) — e- + 20% + — } 


| — Bi(- 20). 
I 


—e-4. Bi(—26.). +65, 


Hier bedeutet: 
(45) 4, ‚=ad+e 


Fir ö,=0 wird die rückdiffundierte Intensität (44) Null, 
wie auch physikalisch zu fordern ist. Bei wachsendem 6, 


a 08 
Fig. 2. 


| nimmt (44) monoton zu und nähert sich schnell einem Sättigungs- 
wert, der durch den in der zweiten Zeile von (44) stehenden 
Ausdruck dargestellt wird (6,—=00, o=mw). Fig. 2 stellt 


den Term (44) für sa =1 und 6, =0,0665 (vgl. $ 10) 


in Abhängigkeit von 4, graphisch dar. 

Bemerkenswerterweise zeigt (44) auch eine ausgeprägte Ab- 
hängigkeit von der Dicke 6, der Unterlageplatte, die Schmidt als 
ziemlich nebensächlich ansah; der Sättigungswert speziell geht in 
der Hauptsache mit 1/6,. Auch die Schmidtschen „Rück- 
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diffusionskonstanten“ (vgl. § 10) sind hiernach stark von 4, ab- 
hangig und haben also durchaus nicht den Charakter von Material- 
konstanten des Mediums II.1) Diese Abhängigkeit von 6, erklärt 
sich daraus, daß die rückdiffundierte Intensität überwiegend 
beinahe streifend aus der Schicht I austritt und daher in dieser 
durch Absorption beträchtliche Verluste erleidet. Für 6, =0 
wird der Ausdruck (44) sogar unendlich, was natürlich 
physikalisch sinnlos ist. In Wirklichkeit liegt hier der Fall 
vor, daß die Formel (81) für p~2/2~ y unzuverlässig wird/und 
der durch ihre Anwendung begangene Fehler nicht mehr durch 
hinreichend starke Absorption in der Vorschaltdicke 6, unter- 
drückt wird (vgl. § 7). Unsere Formeln gelten also nur für den 
Fall, daß überhaupt eine Vorschaltdicke 6, > 0 vorhanden ist; 
in praxi wird ihre Dicke nie so klein sein, daß der durch fälsch- 
liche Anwendung von (31) begangene Fehler in (44) zur Geltung 
kommen könnte. 

Bezüglich der höheren Terme (mit I, I;,...; > 2/2) 
begnügen wir uns wieder mit der Näherung (35), da sie 
(wenigstens bei den leichteren Elementen) nur kleine Korrek- 
turen zu dem Hauptterm (44) darstellen. Nach (28), (23), (24) 
und (31) ist I, (2,9) für 20,9 > 2/2 gleich einer Funktion 
von , ¢, 6, und 4, [vgl. (39)], multipliziert mit «,, /a,; setzt 
man dies für I„_, wiederum in (28) ein, so erhält man für 
I, (2, 9) eine ebensolche Funktion, multipliziert mit x, ©, /a,? 
und indem man so fortfährt, kommt allgemein: 


Mr {* 


u? 


Hieraus folgt: 


. n—1 
(46) dg sinp 1,(0, = 
Diese ee ist natürlich cum grano salis ; zu verstehen, da ja 
die Anwendung der Näherung (35) überhaupt nur dann angängig 
ist, wenn das Glied n = 2 bereits sehr klein ist und die folgen- 
den praktisch verschwinden. Mit Rücksicht hierauf können 
wir an Stelle von (46) auch schreiben: 


1) Diese Aussage der Theorie dürfte sich durch Wiederholung der 
Schmidtschen Messungen bei variierter Unterlageplatteleicht prüfen lassen. 
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f dgsing 1, 0,9) = 

al2 
indem wir ©, einfach proportional x,, setzen und die geringe 
logarithmische Abhängigkeit von R/b, wie sie in (38) zum 
Ausdruck kommt, vernachlässigen. Auf die Ermittlung der 
Funktionen f, (6,, 6,) für » 22 können wir verzichten. Für 
das Folgende genügt uns zu wissen, daß im Grenzfall ö, = 0 


(48) f,,(6,, 0) = 0 (n= 1) 

wird, wie physikalisch zu fordern und auch aus (28) abzulesen ist. 
Die Formeln (46), (47), (48) gelten gemäß (44) auch für 


§ 9. Bestimmung des wahren Absorptionskoeffizienten. 


Gemäß der in $2 getroffenen Disposition haben wir uns 
zunächst mit der Schmidtschen Messungsreihe b) (vgl. $ 3) 
zu beschäftigen. In diesen Versuchen wurde das Medium I 
variiert und die Abhängigkeit der an der Seite I austretenden 
Intensität von dem Material I und seiner Schichtdicke d, 
studiert. Das Medium II bestand in einer dünnen Al-Platte, 
welche das aktive Präparat trug. Wir können den Einfluß 
dieser Platte in diesem Paragraphen vernachlässigen; die von 
ihr ausgehende Rückdiffusion nimmt nämlich, wie im An- 
schluß an (44) bereits bemerkt wurde, bei wachsendem 6, wie 
1/6, ab und macht sich deshalb nur bei den kleinsten durch- 


' querten Dicken 4, störend bemerkbar. Wir werden in Kürze 


auf diesen Punkt zurückkommen. Setzen wir also 6, = 9, 
so geben unsere Formeln (40), (41), (42), (48), (47), (48) für 
die durchgegangene Intensität (7), (21): 


5,=0). 


Wir haben nun das wahre Absorptionsvermögen a, des 
variierten Mediums für jedes Material so zu bestimmen, daß 
unsere Formel (49) die Ergebnisse der Messungen von Schmidt 
in möglichst guter Übereinstimmung wiedergibt. 

Zur Kenntnis des Zahlwertes von @ benötigen wir nach 
(88) die Kenntnis von x, b und R. Wie oben schon bemerkt 
wurde, genügt für den Atomradius R, welcher nur logarith- 
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misch eingeht, eine grobe Schätzung. Wir wählen (wie in I) 
in jedem Atom unter den Kosselschen Elektronenschalen 
diejenige aus, welche die meisten Elektronen enthält, (bei Al 
die L-Schale, bei Zn und Sn die M-Schale und bei Pb die N- 
Schale) und setzen ihren (nach der Bohrschen Formel I, (47)) 
geschätzten Radius für R ein. Zur Berechnung von b und x 
brauchen wir nach (30) außer den Materialdaten (Ordnungs- 
zahl Z, Atomzahl n = Loschmidtzahl mal Dichte durch Atom- 
gewicht) nur die kinetische Energie T der -Strahlen zu kennen, 


Hier begegnen wir der Schwierigkeit, daß die von Schmidt 
verwendeten f-Strahlen des Ur X der Geschwindigkeit nach 
. nicht homogen sind, sondern ein verwaschenes Spektrum von 
etwa 0,78 ¢ bis 0,98 c bilden, von dem wir keine sehr genaue 
Kenntnis besitzen. Lenard gibt in seinem Bericht ,,Quan- 
titatives über Kathodenstrahlen aller Geschwindigkeiten“ 
(Heidelberger Akademie 1918), 8.124, eine graphische Dar- 
stellung des mutmaßlichen spektralen Intensitätsverlaufs, die 
sich auf eine photographische Aufnahme des magnetischen 
Spektrums von v. Baeyer, Hahn und Meitner stützt. Die 
Kurve zeigt Maxima bei 0,82c und bei 0,96 c, sowie ein 
Minimum bei etwa 0,86 c. Um die Unhomogenität der Strahlen 
zu berücksichtigen, andererseits aber — angesichts der Un- 
sicherheit der empirischen Kenntnis — die Genauigkeit und 
Komplikation der Rechnung nicht unnötig weit zu treiben, 
haben wir versucht, das Spektrum in erster Näherung durch 
2 Spektrallinien zu ersetzen. Wir haben es zu diesem Zwecke 
an der Stelle 0,88 c auseinandergeschnitten und die Schwer- 
punkte und Gesamtintensitäten beider Teilspektren, des lang- 
samen und des schnellen, bestimmt. Der Schwerpunkt des 
schnellen Spektrums kommt auf 0,94 c, der des langsameren 
Spektrums auf 0,84c zu liegen; insgesamt ist das schnelle 
Spektrum 4 mal so intensiv wie das langsamere. Wir haben 
unsere ß-Strahlung also aus 2 Spektrallinien bei 0,84c und 
bei 0.94 ¢ von den Intensitäten 0,2 bzw. 0,8 zusammengesetzt 
zu denken. Die Formel (49) ist für jede Linie gesondert aus- 
zuwerten, und die Ergebnisse sind dann mit 0,2 bzw. 0,8 zu 
multiplizieren und zu addieren. Zur Berechnung der kinetischen 
Strahlenergie aus der Geschwindigkeit wurde die Einstein- 
sche Formel benutzt. Die damit erhaltenen Zahlwerte von @ 
sind in Tab. 1 zusammengestellt. 
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Tabelle 1. 
5 | Al | Zn Sn Pb 
Schnelle Strahlung . . . 5,0 26 34 76 cm! 
Langsame Strahlung . . . 23 122 152 334 cm! 


Die beiden f-Spektrallinien haben natürlich verschiedene 
Absorptionskoeffizienten a; die langsame Strahlung wird sehr 
viel stärker absorbiert als die schnelle. Nach einer Kurve, 
die Lenard in seinem oben genannten Berichte (Tafel III) 
mitteilt, verhalten sich die praktischen Absorptionskoeffizienten 
der Geschwindigkeiten 0,94 ce und 0,84c in Al und Luft ungefähr 


wie 1:3. Wir wollen dies auf die wahren Absorptionskoeffi- 


zienten und auf die übrigen Stoffe übertragen. Wir begehen 
damit sicher keinen nennenswerten Fehler, da die langsame 
Strahlung sowohl ihrer geringeren Intensität als ihres größeren 
Absorptionsvermögens wegen von ganz untergeordneter Be- 
deutung ist, so daß wir ihren Absorptionskoeffizienten nur in 
grober Annäherung zu kennen brauchen. Dagegen geht der 
Absorptionskoeffizient der schnellen Strahlung (0,94 c) ent- 
scheidend in unsere Rechnung ein; indem es uns gelingt, 
durch geeignete Wahl desselben Übereinstimmung zwischen 
unserer Formel (49) und den Versuchsergebnissen herzustellen, 
können wir über seine Größe einigermaßen zuverlässige An- 
gaben machen, während über das Absorptionsvermögen der 
langsamın Strahlung nichts Genaues ausgesagt werden kann. 

Die beste Übereinstimmung wird erzielt, wenn man für 
die wahren Absorptionskoeffizienten der Spektrallinie 0,94 ¢ 
die folgenden Zahlwerte in (49) einsetzt: 


(50) Al: Tem-!, Zn: 22cm-!, Sn: 20 cm-!, Pb: 830 cm-'. 


Die Güte der Übereinstimmung ist aus Fig. 3 zu ersehen. In 
dieser sind als Abszissen die Schichtdicken d, (für die ver- 
schiedenen Metalle in verschiedenen Maßstäben), als Ordinaten 
die dekadischen Logarithmen der durchgegangenen Inten- 
sitäten abgetragen. Die Punkte > stellen die von Schmidt 
gemessenen Intensitäten dar; sie sind aus den Figg. 4 und 5 
seiner Arbeit entnommen. Die ausgezogenen Kurven sind 
durch Auswertung der Formel (49) erhalten. Wie man sieht, 
sind die mittleren Kurventeile in vollkommener Übereinstimmung 
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mit dem experimentellen Befund. An den Enden dagegen 
zeigen die berechneten Kurven eine systematische Abweichung, 
meist (bei Pb, Sn und Zn) nach unten. Der Grund hierfür 
liegt darin, daß wir einerseits die Rückdiffusion in der hinter- 
geschalteten Al-Schicht II, andererseits die höheren Glieder (42) 
vernachlässigt haben. In der Tat wird die Rückdiffusion nach 
obigem nur bei kleinsten Dicken d, merklich und erhöht die 
experimentellen gegenüber den berechneten Intensitäten um 
ein Geringes. Bei größeren Dicken andererseits beginnt das 
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Streuungsglied (41) in die Größenordnung des Hauptgliedes (40) 
hereinzuwachsen und veranlaßt in dem Augenblick, wo es etwa 
die halbe Größe des Hauptgliedes erreicht, eine plötzliche Ab- 
biegung der Kurve nach unten, so daß der Ausdruck (49) 
schnell gegen 0, der Logarithmus gegen — oo geht. Es ist 
klar, daß in demselben Augenblick das vernachlässigte Glied (42) 
zu maßgebender Bedeutung kommen und diesen rapiden Ab- 
stieg (zu sinnlosen negativen Intensitäten) aufhalten muß. 
Wir können also von unserer Formel (49) nur bei mittleren Schicht- 
dicken eine exakte Wiedergabe des Sachverhalts verlangen. 
und diese liefert sie in der Tat. 

Fig. 3 zeigt auch aufs deutlichste, wie der scheinbar 
exponentielle Abfall der diffus durchgegangenen Intensität 
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gustande kommt. Das Hauptglied (40) allein wiirde, logarith- 
misch dargestellt, durchaus keine Gerade, sondern eine nach 
oben konkave Kurve geben.!) Das Streuungsglied (41) aber 
biegt dieselbe bei wachsendem 6, in immer stärkerem Maße 
nach unten ab, so daß die Krümmung erst nur geschwächt, 
dann Null und schließlich umgekehrt wird. Dank dem Um- 
stande, daß das Verhältnis O/a von der Größenordnung 1 ist, 
erfolgt diese Abbiegung gerade in solcher Stärke, daß die 
Kurve auf eine Strecke hinaus fast geradlinig wird. In 
Wirklichkeit scheint sich die leicht geschweifte Kurve mit 
ihrem Wendepunkt den experimentellen Punkten sogar noch 
feiner anzuschließen als die Gerade. Ferner ist bemerkens- 
wert, daß auch die experimentelle Kurve an derselben Stelle, 
wo nach unserer Rechnung (42) das nächste Glied zum ersten Mal 
zur Geltung kommen sollte, deutlich aus ihrer geradlinigen 
Richtung abbiegt; zunächst nach unten?), späterhin wieder 
nach oben. (Man vergleiche die punktierten Kurven bei Al 
und Sn! Bei Al tritt die Abbiegung der berechneten gegenüber 
der experimentellen Kurve sogar etwas zu spät ein.) Wir 
müssen uns leider versagen, in diesem Zusammenhang näher 
auf den Intensitätsabfall bei großen Schichtdicken einzugehen. 

Variiert man die a-Werte (50) um 5—10 Proz., so wird 
die Übereinstimmung der Kurven bereits merklich schlechter. 
Wir möchten hiernach annehmen, daß die Zahlen (50) in An- 
rechnung der Unsicherheit der @-Werte, um nicht mehr als 
15 Proz. falsch sind. Von einer Proportionalität mit der Dichte 
kann höchstens in großen Zügen die Rede sein. Nach (50) ist 
a bei Zn ein wenig größer als bei Sn, während Sn die größere 
Dichte hat (Sn: 7,3, Zn: 7,2). Es ist sehr unwahrscheinlich, 
daß diese Umkehrung der Größenverhältnisse durch Fehler 
vorgetäuscht sei, wenn auch die oben angegebene Fehlergrenze 
der Rechnung diese Annahme an und für sich nicht verbietet; 
auch spricht das im folgenden Paragraphen zu behandelnde 
Zahlenmaterial der Rückdiffusion für die Richtigkeit der 


1) Vgl. Fig. 10 bei Schmidt a. a. O., S. 690. Gl. (30) bei Schmidt 
ist (nach Beseitigung eines Druckfehlers, der sich auch bei Lenard, a.a.O. 
8.238, Note 679, wiederfindet) mit unserer Gl. (40) identisch. 

2) Schmidt bringt diese Abbiegung mit dem Geschwindigkeitsverlust 
der Strahlen in Zusammenhang. Wir können nicht entscheiden, wie weit 
dieser an der Erscheinung beteiligt ist. 
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Zahlen (50). Die theoretische Aufklärung dieses Sachverhalts 
muß einer künftigen Theorie der Kathodenstrahlabsorption 
vorbehalten bleiben. 


8 10. Die Rückdiffusion, 


Hier ist die Sechmidtsche Messungsreihe a) (vgl. § 3) 
zu besprechen, in welcher das Medium I durch die dünne Al- 
Platte (d, = 9,5 - 10-® cm, 6, = 6,65 - 10-? nach (50)) repräsen- 
tiert war und das Medium II variiert wurde. Es wurde einer- 
seits die Intensität U, bei fehlender Platte II (6, = 0) ge- 
messen, andererseits der Zuwachs der Intensität U— U, in 
Abhängigkeit von der variierten Dicke d,. Das Verhältnis 

(51) q= 1 
hat Schmidt in seiner Fig. 3 in Abhängigkeit von d, graphisch 
dargestellt; läßt man d, von 0 gegen oo zunehmen, so wächst q 
(ähnlich wie unsere Kurve, Fig. 2) von 0 gegen einen Sättigungs- 
wert q,, der von Schmidt als Rückdiffusionskonstante (p) 
bezeichnet wird. Die Rückdiffusionskonstanten q, haben 


nach Schmidt bei den von ihm untersuchten Metallen die 
folgenden Werte: 


(52) Al: 0,270, Zn: 0,482, Sn: 0,575, Pb: 0,684. 


Die Intensität U, (ohne Riickdiffusion) haben wir in 
Formel (50) bereits dargestellt. Um U zu erhalten, haben 
wir die durch 2 dividierten und über n summierten Aus- 
drücke (47) zu U, zu addieren. Nach (51) kommt also: 


a=1 
Beachten wir, daß U, nur von den in allen Messungen konstant 
gehaltenen Daten des Mediums I abhängt, so sagt uns diese 
Formel folgendes aus: Die sämtlichen Schmidtschen Mes- 
sungen der Rückdiffusion müssen sich durch eine stark kon- 
vergente Reihe von der Form: 
(54) (Ar... 


oy ay 


darstellen lassen, deren Koeffizienten nur von 6, abhängen. 
Oder weiter: Da in der Konstanten x, (80) die Strahl- 
energie T in allen Messungen die gleiche war, so variiert %, 
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nur mit n Z?, oder auch mit 9 Z?/A, wenn o die Dichte und A 
das Atomgewicht bedeutet. An Stelle von (54) kann man also 
auch schreiben: 


65) 


wo die b, wieder nur von 6, abhängen und alle Daten Z, o, 
A, a auf das Medium II zu beziehen sind. Wählen wir also 
die Dicken d,, der vier verschiedenen Metalle so, daß sie, in Viel- 
fachen der freien Weglänge der Absorption gemessen, die gleichen 
Zahlwerte ö,, haben, so müssen sich die betreffenden Intensitäts- 
verhältnisse q durch die gleiche Potenzreihe (55), d.h. durch 
die gleichen Koeffizienten b, beschreiben lassen. Wesentlich ist 
hierbei die Forderung, daß die Reihe (55) überdies (wenigstens 
bei den leichten Elementen) stark konvergieren solle. 

Gl. (55) wurde zunächst nur für homogene Strahlung 
abgeleitet; doch überträgt sich die ganze Überlegung ohne 
weiteres auf unseren Fall. Wie verabredet, haben wir in (51) 
sowohl die im Zähler als die im Nenner auftretende Intensität 
für die beiden Spektrallinien 0,84c und 0,94 c getrennt zu 
berechnen und die beiden Komponenten jeweils in ihrem 
Intensitätsverhältnis 1:4 zu addieren. An Stelle von (58) 
kommt also, wenn die auf die langsame Strahlung bezüglichen 
Daten durch einen Akzent APR. werden: 


(56) 


Nun ist aber nach (30): 


T* 
(7) 
und nach unserer obigen Annahme bei allen Elementen: 
(58) d=3a, J, = 3d,. 


Hiermit geht (56) offenbar in (54) und (55) über, wenn man 
setzt: 

\n 


(60) b,= 


(L = Loschmidtsche Zahl). 
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Wir zeigen zunichst, daB sich die Messungsergebnisse von 
Schmidt tatsächlich durch eine Reihe von der Form (55) 
darstellen lassen, deren Konvergenz bei den leichteren Elementen 
(Al, Zn und zum Teil Sn) und bei nicht zu kleinem 4,, eine ge- 
nügend starke ist. Beim Übergang zu schwereren Elementen (Pb) 
und zu kleineren 6, (6,,< 0,1) verschlechtert sich die Kon- 
vergenz allerdings so weit, daß die Reihenentwicklung schließ- 
lich sinnlos wird; doch bleibt nach Ausschluß dieser Fälle 
immer noch ein weites Feld zur Anwendung unserer Formeln 
übrig. 

Tab. 2 faßt für die verschiedenen Metalle die Werte ihrer 
Ordnungszahlen Z, ihrer Dichten g, ihrer Atomgewichte A 
und ihrer Absorptionskoeffizienten a für die Strahlung 0,94 e 
[nach (50)] zusammen; in der letzten Kolumne stehen die daraus 
berechneten Werte von Z?o/aA. 


Tabelle 2. 
A a 2 
(g/em™) | (g/em™) 
x 2,7 27,1 1 2,4 
| 1,2 65,87 22 4,5 
er | 50 1,3 118,7 20 1,1 
82 11,37 207,2 30 12,8 


Am meisten interessieren die Sättigungswerte q,, die in 
den Schmidtschen Kurven praktisch bereits bei 6,2 0,8 
erreicht sind. Ihre Zahlwerte wurden in (52) bereits mit- 
geteilt. Sie werden vortrefflich durch die folgende Reihe 
wiedergegeben: 


Z’o\?’ 
+ 0,0001 (2) 


In Tab. 3 ist die Reihe (61) fiir die einzelnen Elemente 
ausgewertet (Qyer.) und mit den experimentellen Werten 
(dexp.) zum Vergleich zusammengestellt. Die Übereinstimmung 
läßt nur bei Pb zu wünschen übrig, wo auch die Konvergenz 
ungenügend ist. Bei Al und Zn ist die Konvergenz sehr stark. 
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Tabelle 8 (6, = 00). 


ber. Gexp. 
Al... . | 0,312 — 0,046 + 0,001 = 0,27 0,270 
gti 0,585 — 0,162 + 0,009 = 0,43 0,432 
Sn... | 1,001 - 0,474 + 0,046 = 0,57 0,575 
Ph... | 160 -121 +019 =06 0,684 


Um den Abstieg der g-Kurven mit abnehmendem 6, 
zu verfolgen, wird es genügen, die Reihenentwicklungen für 
wei diskrete ö,-Werte, nämlich 6, = 0,8 und ö,= 0,1, an- 
zugeben: 


+ 0,0008 - (+... (6, = 0,8), 


(63) 


+ 0,0005 - [4 = + =). 


Die Tabellen 4 und 5 mögen zur Beurteilung der Übereinstim- 
mung dienen. Man beachte insbesondere den Gang der Koeffi- 
sienten in (61), (62), (68); während der Koeffizient des linearen 


Tabelle 4 (6, = 0,3). 


ber. Vexp. 
eS: ae 0,288 — 0,052 + 0,004 = 0,24 0,245 
.. . | 0,540 — 0,182 + 0,027 = 0,38 0,38 
Sn 0,924 — 0,534 + 0,137 = 0,53 0,54 
Pb | 148 - 136 + 0,56 = 0,7 0,62 
Tabelle 5 (6, = 0,1) 
ber. Yexp 
Al 0,240 — 0,075 + 0,007 = 0,17 0,17 
Zn 0,450 — 0,263 + 0,045 = 0,23 0,23 
Sn 0,77 - 0,77 + 0,23 =02 0,37 
Pb 1,23 —1,97 +0,98 =0,2 0,46 


Gliedes bei abnehmendem ö, langsam abnimmt, nehmen die 
höheren Koeffizienten gesetzmäßig zu. Hiermit bestätigen 
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wir unsere obige Angabe, daß sich die Konvergenz der Reihe 
mit abnehmendem ö, verschlechtert; aus dem Vergleich der 
Tabellen 3, 4, 5 erkennt man deutlich, daß die Konvergenz 
bei ö5,< 0,1 höchstens noch bei Al ausreichend sein wird, 
womit uns aber die Möglichkeit einer einigermaßen eindeutigen 
Koeffizientenbestimmung entzogen ist.  (Selbstverständlich 
beziehen sich alle hier angegebenen 4, -Werte, wie verabredet, 
auf die schnelle Strahlung 0,94 ce; die entsprechenden Werte 
für die langsame Strahlung 0,84 e (6,’) sind gemäß (58) jeweils 
dreimal so groß.) 


§ 11. Vergleich der theoretischen Ergebnisse 
mit dem Experiment. 

Das Wichtigste, was wir durch diese Vergleichung der 
Messungen an verschiedenen Elementen erreicht haben, ist 
die zahlenmäßige Isolurung des linearen Gliedes der Reihe (55) 
auf empirischem Wege. Dieses Glied ist nämlich, wie aus der 
Ableitung der Reihe hervorgeht, von konstanten berechen- 
baren Faktoren abgesehen, identisch mit dem in Formel (44) 
theoretisch dargestellten Hauptbestandteil der Rückdiffusion; 
mit anderen Worten: wir haben die Möglichkeit, den soeben 
empirisch bestimmten Koeffizienten b, der Reihe (55) theoretisch 
[auf dem Wege über die Formeln (60), (59), (46) und (44)] 
absolut zu berechnen und damit über Brauchbarkeit oder Un- 
brauchbarkeit der theoretischen Grundannahmen zu ent- 
scheiden. 

Das Ergebnis der Rechnung ist folgendes. Nach (61), 
(62), (63) ist bzw. für 6, = 00; 0,8; 0,1: 


(64) b,=0,13; 0,12; 0,10 g-!cm?. 
Andererseits erhält man aus (44) (vgl. auch Fig. 2) bzw.: 
(65) b, =0,12; 0,12; 0,11 g-!em?. 


Sämtliche Abweichungen liegen innerhalb + 10 Proz. Daß 
die empirischen Koeffizienten (64) bei abnehmendem ö, etwa 
dreimal so schnell abnehmen als die theoretischen (65), hat 
seinen Grund vermutlich darin, daß die in Formel (46) für 
n =2 begangenen Vernachlässigungen [Anwendung von (35)!] 
bei schlechter werdender Konvergenz unserer Reihe einen 
kleinen systematischen Fehler mit sich bringen. Wir legen 
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deshalb am meisten Wert auf die gute Übereinstimmung der 
Sättigungswerte: 
b,=0,18 und 0,12. 


Bei Al z. B. beträgt das Hauptglied der Reihe (55) 
2 
0,18 - (22) = 0,31, während der theoretische Wert 0,28 ist. 


Begnügt man sich in der theoretischen Entwicklung mit diesem 
Hauptterm q, = 0.28 (unter Vernachlässigung der höheren 
Terme n = 2, 8, ...), so verbessert sich die Übereinstimmung 
mit dem experimentellen Wert 0,27 zufällig noch wesentlich 
dank dem Umstande, daß sich hier zwei Fehler annähernd 
kompensieren. 

Die Unsicherheit der theoretischen Werte ist lediglich 
durch die geringe Kenntnis des ß-Geschwindigkeitsspektrums 
und durch etwaige Fehler in den benutzten Werten der wahren 
Absorptionskoeffizienten bedingt. Größer ist, nach der Kritik 
Lenards!) zu urteilen, die Unsicherheit der experimentellen 
Werte. Wir diskutieren die von Lenard angeführten Fehler- 
quellen und Korrektionen der Reihe nach. Hierbei ist zu 
beachten, daß Lenard nach Vorgang von Schmidt alle 
Einflüsse des Mediums I (der Unterlageplatte) bei den Rück- 
diffusionsversuchen als entstellende Einflüsse beurteilt und 
durch geeignete Korrektionen nachträglich zu eliminieren 
sucht, während das Medium I in unserer Rechnung von vorn- 
herein als wesentlicher Bestandteil eingeführt wurde. 

a) Rückdiffusion im Medium I; d.h. doppelte Richtungs- 
umkehr von Partikeln. Die betreffende Korrektion wird von 
Lenard auf 9—12,5 Proz. geschätzt, ist aber in unseren An- 
sätzen von vornherein in Rechnung gezogen. 

ß) Absorption der rückdiffundierten Partikeln im Medium I. 
Lenard vermutet, daß die betreffende Korrektion gegenüber 
den anderen klein sei; im Gegensatz hierzu ergab unsere 
Theorie, daß die Rückdiffusion sehr stark von d, abhängt, 
was im wesentlichen nur auf Absorptionswirkungen im Medium I 
beruhen kann. In diesem Zusammenhange weist Lenard 
auch auf den Einfluß des Geschwindigkeitsverlustes hin, der 
gerade bei den rückdiffundierten Partikeln, welche lange Wege 
im Metall zurückgelegt haben, beträchtlich sein dürfte. Dazu 


1) Lenard, a. a. O. S. 92f. u. 229ff. 
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können wir nur sagen, daß die Vernachlässigung des Geschwindig- 
keitsverlustes bei der hier angestrebten Genauigkeit in keiner 
Weise störend bemerkbar wird (vgl. insbesondere die Fußnote 2 
auf §. 585), vermutlich, weil die Konstanten x, © und a bei 
Verringerung der Strahlenergie gleichzeitig in solchem Maße 
vergrößert werden, daß die Gesamtänderung in unseren For- 
meln gering ist. 


y) Fehlerquelle der Luftleitungsmethode bei der Intensitäts- 
messung. Auch hier ist nach Lenard der Geschwindigkeits- 
verlust indirekt von maßgebender Bedeutung. In der von 
Schmidt zur Intensitätsmessung benutzten lonisierungs- 
methode kommen nämlich die langsamen Strahlen, da sie 
stärker ionisierend wirken, zu stark zur Geltung, und die 
rückdiffundierten Strahlen werden also im Verhältnis zu den 
direkt durchgegangenen Strahlen, da sie stärker verlangsamt 
sind, in größerer Intensität erscheinen, als ihrer wirklichen 
Elektronenzahl entspricht. Nach Lenards Schätzung wäre 
z. B. die Schmidtsche Rückdiffusionskonstante von Al (0,27) 
um etwa 9Proz. zu verkleinern; bei Zn, Sn und Pb seien die 
Korrektionen erheblich größer, aber nicht genau genug zu 
schätzen. Wie es scheint, berühren diese Korrektionen in 
unserer Reihe (55) hauptsächlich nur das quadratische und 
kubische Glied; wenn auch das lineare Glied (bzw. der Koeffi- 
zient b,) dadurch verkleinert würde, könnte dies der Uber- 
einstimmung mit dem theoretischen Wert nur zum Vorteil 
gereichen. — Wichtiger scheint uns in diesem Zusammen- 
hang, daß die langsame Komponente der Strahlung (0,84 c) 
in den Ionisationsmessungen (nach Tafel VII bei Lenard) 
etwa 1,3-mal so stark zur Geltung kommen sollte, als ihrem 
wirklichen Intensitätsverhältnis zur schnellen Komponente 
(0,94 c) entspricht. Wenn es uns also weniger darauf ankommt, 
die Zahl der austretenden Elektronen (wirkliche Intensität) zu 
erhalten, als vielmehr die von Schmidt gemessenen, ,Schein- 
intensitäten“ (Lenard), so hätten wir an Stelle des wahren 
Intensitätsverhältnisses 1 : 4 das scheinbare Intensitätsverhältnis 
1,3:4 = 1:3 in Rechnung setzen müssen. So wie wir die Rechnung 
oben durchgeführt haben, würde sie uns die gemessenen Schein- 
intensitäten unter der Voraussetzung liefern, daß das wahre 
Intensitätsverhältnis der beiden fingierten Spektrallinien etwa 
1:5 betrüge. Da aber die langsame Strahlung an sich schon 
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wegen ihrer stärkeren Absorbierbarkeit von untergeordneter 
Bedeutung ist und überdies die spektrale Intensitätsverteilung 
im obigen nur in roher Näherung und nicht ganz ohne Willkür 
berücksichtigt wurde, können wir auf eine eingehendere Dis- 
kussion dieses Gegenstandes verzichten. 

‘ 6) Die ionisierende Wirkung der in der riickdiffundierenden 
Schicht angeregten Röntgenstrahlung. Diese läßt sich nicht 
schätzen, dürfte aber bei Al gering sein (Lenard). Auch hier- 
durch wird vermutlich das lineare Glied der Reihe (55) nicht 
merklich in Mitleidenschaft gezogen. 

Die Korrektion «) („Umrechnung von vollkommen dif- 
fusem Eintritt auf den Normalfall“) kommt hier nicht in 
Betracht. 

n) Rückdiffusion in der Luft. Auch die hierfür anzu- 
bringende Korrektion kann nicht genauer angegeben werden; 
nach Lenard ist sie vermutlich unwesentlich. 

Wie groß auch die Unsicherheit auf der theoretischen und 
der experimentellen Seite sei, daran ist nach unseren Ergeb- 
nissen keinesfalls zu zweifeln, daß das Rutherford-Bohrsche 
Atommodell die von Schmidt gemessene Rückdiffusion zum 
mindesten größenordnungsmäßig, wahrscheinlich aber auch quan- 
titativ zu erklären vermag. Zur weiteren Klärung der Frage 
wären vervollkommnete Messungen (Elimination der störenden 
Effekte) wünschenswert. 


Zusammenfassung. 


Die Rückdiffusion der 8-Strahlen wird auf Grund bekannter 
Modellvorstellungen (Kernablenkung im Rutherford-Bohr- 
schen Atom) einer theoretisch-rechnerischen Behandlung zu- 
gänglich gemacht. Der mathematische Ansatz wird speziell 
für eine Versuchsanordnung von H. W. Schmidt formuliert. 
Das Problem führt auf eine Integrodifferentialgleichung, die 
durch eine stark konvergente Reihenentwicklung integriert 
werden kann. Die hiernach berechneten Intensitäten der 
Riickdiffusion sind in guter Übereinstimmung mit den 
Schmidtschen Messungen. 

Von den Einzelergebnissen seien die folgenden hervor- 
gehoben: 

1. Die in die Formeln für die Rückdiffusion eingehenden 
wahren Absorptionskoeffizienten der betreffenden ß-Strahlung 

Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 40 
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(Ur X) in Al, Zn, Sn, Pb werden mit Hilfe der gleichen (für 
die rückdiffundierende Dicke Null spezialisierten) Formeln 
durch Anpassung an andere Messungen von Schmidt numerisch 
mit ausreichender Sicherheit bestimmt. Sie sind nur in grober 
Näherung massenproportional ($ 9). 

2. Der scheinbar exponentielle Intensitätsabfall eines dif- 
fusen Kathodenstrahlbündels (Normalfall) ist eine Wirkung 
der Streuung ($ 9). 

3. Die Intensität der Rückdiffusion ist stark von dem 
Material und der Dicke der Unterlageplatte (bei Schmidt Al 
von 9,5 10-3 em Dicke) abhängig; die Schmidtschen ,,Riick- 
diffusionskonstanten“ haben also nicht die Bedeutung von 
Materialkonstanten des rückdiffundierenden Mediums ($ 8). 

4. Dieselben ,,Riickdiffusionskonstanten“ lassen sich (bei 
konstanter Unterlageplatte) in Abhängigkeit vom rückdiffun- 
dierenden Element durch eine stark konvergierende Potenzreihe 
von der Form: 


Z? Z? 2 
Io = b, (=) + eee 
darstellen (Z = Kernladungszahl, oe = Dichte, A = Atom- 
gewicht, a = wahres Absorptionsvermégen) (§ 10). 
5. Der erste Koeffizient dieser Potenzreihe b, hat nach 
empirischer Bestimmung für die Schmidtsche Versuchs- 


anordnung den Wert 0,13 g-!cm?; der unabhängig hiervon be- 
rechnete theoretische Wert ist 0,12 g-tem? ($ 11). 


München, Institut f. theoret. Physik, Dezember 1922. 


(Eingegangen 7. Dezember 1922.) 
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2. Zur Theorie der Ausbreitung 
elektromagnetischer Wellen auf der Erdkugel; 
von Otto Laporte, 


§ 1. Bericht über den Stand des Problems. 


So einfach heutigentags die drahtlose Überbrückung auch 
der größten Entfernungen auf der Erdoberfläche geworden ist, 
so schwierig gestaltet sich die theoretische Behandlung dieses 
Problems auf Grund der Maxwellschen Gleichungen unter 
Berücksichtigung der Erdkrümmung. 

Die allgemeine Lösung des Problems der Wellenausbreitung 
auf der vollkommen leitend gedachten Erdkugel erscheint nach 
relativ einfachen Rechnungen in Form folgender Kugelfunktionen- 
reihe für ein Potential 

(ka) * ‘ 


kar 
0 


aus dem durch Differentiation die Feldstärken erhalten werden. 
Hierin bedeutet a den Erdradius und k = as die Wellen- 


zahl für 2” Längeneinheiten; r und # sind die Koordinaten 
des Empfängers. Außerdem ist P,(cos:+) die Kugelfunktion 
und ¢ im wesentlichen die Hankelsche Zylinderfunktion. — 
Die Diskussion der obigen Lösung ist indessen wegen der 
schlechten Konvergenz der Reihe ziemlich schwierig, und den 
verschiedenen Autoren, die sich mit ihr befaßt haben, ist es 
meistens erst nach ziemlich langen Rechnungen gelungen, zu 
einfachen Endformeln zu gelangen, die allerdings bedeutend 
verschiedene Zahlenwerte liefern. 

So fand Poincar6!), daß die Amplitude der magnetischen 
Kraft durch eine Funktion von der Form 


Ae- 


1) H. Poincaré, Rend. Palmero 29. 1910. 
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dargestellt ist, wobei 4 und & Konstante sind, und schloß 
daraus auf die Unerklärbarkeit der Erfolge der Funken- 
telegraphie. Über den Zahlenwert der Dämpfungskonstanten, auf 
den praktisch alles ankommt, machte er jedoch keine Angaben, 
Nicholson!) und Macdonald?) fanden darauf Formeln, die 
beide starke Dämpfung zeigen, aber sonst ein gänzlich von- 
‘einander abweichendes Verhalten haben. Die Dämpfungs- 
konstante Macdonalds ist sehr groß, nämlich, wenn wir A 
zu 5 km festsetzen, 


2 Ya 
= 0,7 ( -14, 


und man erhält somit nach dieser Formel eine enorm starke 
Abnahme der Wellenamplitude, die durchaus mit der Er- 
fahrung im Widerspruch steht. 

Zu wesentlich anderen Resultaten gelangen dagegen 
March?) und Rybezyfski‘). Der erstere erhielt unter Be- 
nutzung einer Integraldarstellung willkürlicher Funktionen auf 


der Kugel als allgemeine Lösung das folgende bestimmte 
Integral: 


2 re _ 1, (kr) 
(2) fz ka) P, - „(eos Pt dt. 


~ kar 
0 

Die näherungsweise Berechnung dieses Integrals lieferte ihm 
aber für JJ einen Ausdruck ohne jegliche exponentielle 
Dämpfung. Der Grund hierfür liegt, wie Poincaré ) ver- 
mutet hat, in einer unrichtigen Approximation der Funktion &/f. 
Rybezinsky, der diesen Fehler durch eine kleine Modifikation 
dieser Annäherungsfunktion zu beheben beabsichtigte, erhielt 
in seiner Endformel nun ebenfalls einen Dämpfungsfaktor e - «®, 
aber mit dem Zahlenwert: &=6. Außerdem befand sich 
Rybezyhskis Ergebuis in bester Übereinstimmung mit 
Austins Messungen®) des Empfangsantennenstroms. 


1) J. W. Nicholson, Phil. Mag. 20. S. 157. 1910; 21. S. 62, 1910. 

2) H.M. Macdonald, Proc. Roy. Soc. 90. S. 50, 1914. 

3) H. W. March, Diss. München 1921; auch Ann. d. Phys. 37. 
8. 29. 1922. 

4) W. v. Rybezyfiski, Ann. d. Phys. 41. S. 191. 1918. 

5) H. Poincaré, Compt. rend. 154. S. 795. 1912. 

6) L. Austin, Bull. Bur. Stand. 7. Nr. 8. 1911. 
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Im Jahre 1915 veröffentlichte nun Love!) schwerwiegende 
Einwände gegen die oben erwähnte Marchsche Integral- 
darstellung willkürlicher Funktionen, und also auch gegen die 
Resultate von March und Rybezyfski, indem er behauptete, 
daß lediglich die Benutzung dieser falschen Integraldarstellung 
die Diskrepanz zwischen diesen beiden Autoren und Macdonald 
verursacht habe. Um die Reihensummation auf analytischem 
Wege zu umgehen, und um doch Zahlenwerte zum Vergleich 
mit der Erfahrung zu erhalten, unternahm es Love, die Kugel- 
funktionenreihe numerisch auszuwerten und zwar für eine 
Wellenlänge von 5km und für die Werte 9 = 6°, 9°, 12°, 
15°, 18°. Sein so erhaltenes Zahlenmaterial zeigte sich in 
guter Übereinstimmung mit Macdonalds Formel. In einer 
neuerdings erschienenen Untersuchung von Watson?) wird zum 
ersten Male ein einwandfreier Weg der Diskussion des Poten- 
tials (1) angegeben; unter Zugrundelegung dieser Arbeit erhält 
B. van der Pol?) eine Formel für die magnetische Feldstärke, 
in welche die Macdonaldsche wenigstens für kleine «#* übergeht 
und die gleichfalls wie jene die starke exponentielle Dämpfung zeigt. 

Im folgenden wird nun versucht, die Brücke zu schlagen © 
zwischen der Formel von March einerseits und den englischen 
Autoren andererseits. , Zu diesem Zwecke zeigen wir zunächst, 
daß mit der hier angestrebten Näherung die bekannte Reihen- 
lösung (1) mit der Integrallösung (2) identisch ist, ein Satz, der, 
wie wir sehen werden, einer weitgehenden Verallgemeinerung fähiy 
ist. Der Grund für die Diskrepanz ist somit nicht, wie Love 
meinte, in der Alternative Reihe — Integral zu suchen, sondern 
in der in beiden Fällen gänzlich verschiedenen Approximation 
der Funktion ¢/¢’. Bei der Diskussion des Potentials sind 
kleine und große Entfernungen vom Sender scharf zu trennen. 
Wir kommen so bei kleinen # zu der Formel von March ohne 
exponentielle Dämpfung, wobei sich im Grenzfalle der ebenen Erd- 
oberfläche ( = 0; a = oo) in Strenge die von Sommerfeld‘) 
in seiner bekannten Arbeit abgeleiteten Lösungen ergeben. 


1) A. E. H. Love, Phil. Trans. Roy Soc. A. 215. S. 105. 1915. 

2) G. N. Watson, Proc. Roy. Soc. A 95. S. 83. 1918. 

8) B. van der Pol, Phil. Mag. 38. S. 865. 1919; auch Diss. 
Utrecht 1920, 

4) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 28. 8. 665. 1909. 
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Andererseits geben wir eine einfache und mit wenig 
Rechnung verbundene Diskussion bei großer Entfernung, 
wobei wir durch Entwickeln (nach Potenzen der rezi- 
proken Leitfähigkeit o) außer dem Potential J7, bei voll- 
kommen leitender Erde auch in einem Gliede JJ, die Leit- 
fähigkeit in erster Näherung berücksichtigen. Wir erhalten 
so ein stark gedämpftes Potential, das fir «= wo mit der 
von van der Pol unter dieser Voraussetzung abgeleiteten 
Formel identisch ist. Während aber bei kleiner Entfernung 
in diesem Potential noch die Raumwellen überwiegen, kommen 
wir, da sowohl /7, wie J7, mit 1/Ysin # gehen, zu der folgen- 
den auch vom Standpunkt der Wellenoptik interessanten 
Folgerung: Die von der Antenne ausgestrahlten Wellen sind 
in großer Entfernung vom Dipol reine Oberflächenwellen, wo- 
hingegen die Raumwellen durch die Erdkrümmung gänzlich ab- 
geschirmt werden. 

Es liegen also hier die Verhältnisse anders wie bei dem 
ebenen Problem, wo nur das dem JJ, entsprechende Glied 
Oberflächenwellencharakter besaß. 

Eine bedeutsame Stütze erhält diese Anschauung und 
somit unsere ganze Rechnung durch die Tatsache, daß der bei 
großer Entfernung vom Sender für /7, erhaltene Ausdruck 
im Grenzfall ebener Trennungsfläche zwischen Luft und Erde 
verschwindet, während //, genau in die Sommerfeldschen 
Oberflächenwellen (P) übergeht. 


§ 2. Ableitung der allgemeinen 

Lösung des Problems. 

Die Maxwellschen Glei- 
chungen in Kugelkoordinaten 
nehmen, wenn wir unter der 
Annahme reiner Zyklizität des 
Problems 


ö 
€, = 0, 


also: 


(3) 9, = Do = 0 


Zur 
setz 


(4) 


Hie 
sta 
Fel 
Die 


Pot 


(5) 
als 


| 
(6) 
(7) 
Ne 
abl 
(8) 
| 80 
zZ (9) 
1 wo 
bil Kı 
> 
y ist 
| 
7 be 
Fig. 1. 


ig 


ei 


er 
es 


Zur Theorie der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen usw. 599 


setzen, die folgende einfache Form an: 


e 6 o 1 dsin + Hy 
dr 


Hier bedeutet € die elektrische und § die magnetische Feld- 
stärke, « die Dielektrizitätskonstante, o die Leitfähigkeit. Die 
Feldgleichungen sind in Heavisideschen Einheiten geschrieben. 
Die Permeabilität u werde gleich 1 gesetzt. 

Nach dem Vorgang von Debye!) führen wir nun ein 
Potential J7 ein durch: 


e 6 o\ 
(Farts) 
also auch: 

1 
(6) rand 09 

1 
7) 


Nehmen wir nun an, daß JJ rein harmonisch von der Zeit 
abhängt: 


IT 


so bestimmt sich J7 aus der Schwingungsgleichung 


wobei A wie üblich den zweiten Differentialparameter in 
Kugelkoordinaten bedeutet und 
ist. Die Feldgrößen und Konstanten wollen wir im Äußeren 
der Kugel mit dem Index a, im Innern mit dem Index i ver- 
sehen. Die durch einen Hertzschen Dipol ersetzte Antenne 
befinde sich vorläufig außerhalb der Kugel auf der Achse 9 = 0 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30. S. 62. 1909. 
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im Abstand 2 vom Kugelmittelpunkt (6 >a). Dann haben 


wir für folgende drei Gebiete Lösungen von (9) zu suchen: 
Gebiet 1 w>r>b, 

> IR 


in welchen wir das Potential folgendermaßen ansetzen: 


in 1: I7, = prim + 

” 2: II, = Iq prim + 

» 3: I= 
Die Tec, die nur durch die Anwesen- 
heit der Kugel verursacht sind, sind 
partikuläre Lösungen der Differential- 


; gleichung (9) und miissen folgende Be- 
Fig. 2. dingungen erfüllen: 


1. Das in JJ, und J], auftretende J//,. muß eine ins 
Unendliche laufende Welle darstellen und 


2. das in JJ, auftretende J7,sec darf für r = 0 nicht un- 
endlich werden. 


Die pm tragen der direkten Ausstrahlung der Antenne 
Rechnung und sind gleich 


(11) 


—ikR 


R 3 


wo: Rk? = )?+ 77+ 2brcost. 
Außerdem ist zu beachten, daß im Gebiet 1 r>5 und 
in 2 r<b ist. 
Partikulärlösungen, aus denen wir die J]... aufbauen 
können, sind nun leicht aus (9) zu erhalten; durch Separation 
der Variabelen ergeben sich die folgenden: 


1. zen P,(c0s 9), 
2 ver P (cos #) 
Hierin ist: 


(2) = Hy, (2) 
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Außerdem bedeutet: 

P, (cos #) die nte Kugelfunktion, 

»,(z) die zweite Hankelsche Zylinderfunktion vom 
Index n+/,, 

Jn + »,(z) die Besselsche Zylinderfunktion vom Index n + !/,. 


Die beiden partikulären Lösungen erfüllen unsere dem [sec 
bzw. IT, sec auferlegten Bedingungen und wir können also 
allgemeiner schreiben: 


(13) Dra, HED P (cos 9), 
0 
(k 

(14) Tyree = P (cos 9). 


Benutzen wir noch die bekannten Entwicklungen von e -'*2/R 
nach Kugelfunktion!), so erhalten wir: 


(15) I, = a (a, + ¢,) P (cos 
(ke 
(16) I, - bh) + , P (cos 9), 
a7) = P (0009), 
wobei die c, und d, die Bedeutung haben: 


b), b) 


¢, = — 2i(n + 3/,) ;d, =— 2i(n + — be 
Es sind jetzt noch die Konstanten a, und hr aus den 
Grenzbedingungen zu bestimmen. Diese erfordern die Stetig- 
keit der tangentiellen Feldkomponenten €, und $, an der 
Kugeloberfläche und lauten in den JJ geschrieben: 


dr 


1) N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunkt. S. 280. Gl. (8). 
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oder, da sich durch Ausfihrung der Operation 


e 
II mit 
(19) iseo+o ck? 
e io 
multipliziert: 
k? IT, k,? Il, 
(20) érll, aril, 
Or 


Durch Einsetzen obiger Reihen für die Potentiale ergeben 
sich dann zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung der a, 
und 4. Trägt man die hieraus berechneten Koeffizienten 
wieder in die Gleichungen (17) bis (19) ein, und geht zum 
Limes 5 =a über — es liegt dann der Sender auf der Erd- 
oberfläche —, so ag man nach einigen Umformungen: ° 


P,, (cos 9) 
(21) I, =- (kaa) Ynlkia) In(kac) 
1 P, (cos #) 
(22) 7, =— n(kaa) Walkia) ka 


a) yalır) 
Diese Gleichungen RA die allgemeine Lösung des 
Problems der Wellenausbreitung auf der Erdkugel. Da die 
Leitfähigkeit o und also auch 


(23) 
sehr groB ist, kénnen wir den Nenner in (21) nach fallenden 


Potenzen von k, entwickeln und erhalten bis auf Glieder 
höherer Ordnung in 1/4, für das Potential im Äußeren: 


(24) I = 1, + 
wo: 
(1) = + P, (cos 9) 


das Potential für die old leitende Erde darstellt und 


Be a 1 Wn (kya) be (ka a) on (ka r) 
(38) 22, kar (+ 2) Yalkıa) Cn (had) In (kat) 


in erster Näherung die Leitfähigkeit des Bodens berücksichtigt. 
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Durch die Reihe (1) für 77,, mit deren Diskussion wir 
uns im nächsten Paragraphen zu befassen haben, ist die Aus- 
breitung der Wellen auf der Erde schon im wesentlichen be- 
stimmt; der Ausdruck für J7, stellt nur eine Korrektion dar. 

Wie schon in der Einleitung erwähnt wurde, bediente 
sich March, um die Schwierigkeiten der Diskussion einer 
Kugelfunktionenreihe zu vermeiden, einer Integraldarstellung, 
welche, wenn wir die darzustellende Funktion mit (1) be- 
zeichnen, die folgende Form hat: 


(6) f(#)= tdt P,_., (cos 9) f f(y) (cos sin y 
0 0 


8,1, (cosy) ist hierin eine der Kugelfunktion verwandte 
Funktion. Unter Benutzung dieser Formel erhält man als all- 
gemeine Lösung: 

2 P,_1, (cos $) 
(ka a) ky (4; @) (ke r) 


die ein genaues Analogon von (21) darstellt. Insbesondere er- 
gibt sich für J7,, das in der Einleitung [Gleichung (2)] an- 
gegebene Integral, aus welchem March im Gegensatz zu allen 
anderen Autoren seine bekannte Formel ohne exponentiellen 
Dämpfungsfaktor erhielt. 

Den Grund für diese Unstimmigkeit suchten mehrere 
Verfasser, insbesondere Love, in der Integraldarstellung (26). 
Der Lovesche Einwand beruht in folgendem: Da, wie leicht 
gezeigt werden kann, die Kugelfunktion P(cos 9) mit nicht 
ganzzahligem Index für das Argument —1, d.h fir 9=n 
sich singulär verhält!), so besitzen die Integrale, in denen 
nach dem Index integriert wird, und also auch die mit der 
Integraldarstellung (26) konstruierten Lösungen der Schwingungs- 
gleichung eine singuläre Linie lings =, die nicht im 
Wesen der Sache liegt und zu dem (falschen) Resultat Marchs 
Anlaß gibt. 

Wie der Verfasser aus einer freundlichen brieflichen 
Mitteilung von Hrn. N. Zeilon-Upsala erfuhr, gilt hingegen 


1) Vgl. z.B. Riemann-Weber, 6. Aufl., $ 122. 


4 
en 
n 
ten 
ım 
rd- 
) 
es 
lie 
er : 
d 
| 


604 0. Laporte. 


auf der Kugeloberfläche die Marchsche Integraldarstellung in 
Strenge; ja sie läßt sich aus der bekannten Legendreschen 
Reihendarstellung willkürlicher Funktionen auf der Kugelober. 
fläche durch direkte Summation ableiten. 

Aber auch außerhalb der Kugeloberfläche scheinen sich 
die Singularitäten längs # =a in weitgehendstem Maße aus- 
zugleichen, oder doch nur in nächster Nähe des Südpols 
wirksam zu sein; denn es lassen sich — wenigstens mit der 
hier angestrebten Genauigkeit — die Integrallösung (2) und die 
Reihe (1) ineinander überführen. Dies zeigen wir im nächsten 
Paragraphen. 


§ 3. Vergleichende Betrachtung der beiden Lösungstypen. 

Wir bringen Reihe und Integral auf eine gemeinsame 
Form, von welcher aus sich die Diskussion bequem vor- 
nehmen läßt. 

1. Die Reihe (1) für IZ, transformieren wir nach einem 
bekannten Verfahren in ein komplexes Integral, dessen Inte- 
grand unendlich viele Pole längs der reellen Achse besitzt, 
derart, daß die Summe der Residuen an diesen Polen gleich 


der Reihe ist, von der wir ausgingen. Die verlangten Eigen- 
schaften hat folgendes Integral: 


1 1, (k tdt 
(28) I. & a r) B_y(- cos 9) 


ik,ar ka @) ” 
U+B 


wo der Integrationsweg die positiv-reelle Achse der ¢-Ebene um- 
schlingt. Nun ist aber: 


also: 
(ka r) (k, n 
Ferner folgt leicht aus der Integraldarstellung der Kugel- 
funktion, daß die Beziehung: 
P_.-, (cos = (cos 


gilt. Es folgt also, daß, wegen des Faktors ¢, der Integrand 
in (28) eine ungerade Funktion der Integrationsvariabelen ist. 
Wir können demnach (vgl. Fig. 3) den Weg 8 durch einen 


Dur 

zum 

erset 

halb 

jet: 

a8) 

a 


gel- 


nen 
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zum Nullpunkt der ¢Ebene symmetrisch gelegenen Weg W 
ersetzen und den Weg X +’ durch einen Weg €, der unter- 


_}halb und parallel der reellen Achse läuft. Setzen wir, was 


ene 


Fig. 3. 


jetzt durchaus zulässig ist, für die Kugelfunktion ihre 
asymptotische Formel, so erhalten wir: 


P,_,(- cos 9) 2 2 cos { 
(29) cost asin? 
~ 2 -i (« +) 


und fir das Potential ergibt sich: 


(k, 1) 


(30) I, = tka ar J a) 


2. Auch das Integral (2) für IT, läßt sich unschwer auf 
diese Form bringen. Wir haben nur die asymptotische Formel 
für (cos 9) einzuführen und erhalten: 


(k, 7 
I, =— k,ar tae cos - 4): 


was wir, da ¢/¢’ eine gerade Funktion von ¢ ist, in: 
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umformen; dem Verzweigungspunkt ¢= © möge der Integra. 
tionsweg rechts ausweichen. Dies ist aber nichts anderes wie 
(30), welche Formel wir ja aus der Reihe abgeleitet haben, 

Wir haben somit gezeigt, daB sowohl die Reihe (1) wie 
das Integral für J7,, in der gleichen Form geschrieben werden 
können, also auch bei der ferneren Diskussion zu identischen 
Endformeln führen müssen. Dies Resultat, das hier speziell ab- 
geleitet wurde, läßt sich bemerkenswerterweise verallgemeinern; 
es gilt nämlich folgender Satz: 

Eine Lösung der Schwingungsgleichung in Form einer 
Kugelfunktionenreihe: 


= y(n, 7) Pu-,(c0s 9) 


und eine solche in Integralform: 
= f Pr_»,(cos #) dt 
0 


sind praktisch identisch, d. h. sie führen mit der hier angestrebten 
Genauighsit stets zu identischen Ergebnissen. Hier bedeutet 9 
eine beliebige Funktion des Summationsindex n bzw. der 
Variabele ¢ und eines oder mehrer Parameter, z. B. des 
Radiusvektors r. Die Gleichheit beider Ausdrücke ist nicht 
auf die Kugeloberfläche beschränkt, sie gilt im ganzen Raum.) 


1) Der Beweis sei in Kürze skizziert. Nachdem die Reihe durch 
Multiplikation mit 1/eosa¢ in ein die reelle Achse umschlingendes 
Schleifenintegral verwandelt ist, wird die asymptotische Darstellung der 
Kugelfunktion eingesetzt. Da nun längs des Wegstückes §, das in der 
oberen Halbebene verläuft: 


P,_., (cos 9) / 2 1 
e 


cos at 


und in der unteren Halbebene lings 


ist, so wird: 


V2asin# Vt Vt 
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Es besteht somit kein Grund, Lösungen der Schwingungs- 
gleichung in Integralform, wie sie zuerst von March an- 
gegeben wurden, abzulehnen. Sie andererseits den Kugel- 
funktionenreihen aus Gründen einer bequemeren Diskussion 
vorzuziehen, wäre ebenso ungerechtfertigt, da diese bei beiden 
Typen von Lösungen auf ein gleiches Studium der Ver- 
zweigungen und Pole der Funktion p herausläuft. 


§ 4, Diskussion für kleine und große Entfernungen vom Sender. 
Wir haben uns zunächst über die Singularitäten der 

Funktion ¢/¢’ zu orientieren, wobei wir der Einfachheit halber 

r=a setzen, uns also auf Punkte der Erdoberfläche be- 

schränken. Dabei stützen wir uns, da das Argument dieser 

Zylinderfunktionen 

(31) z,=ha= 


das Verhältnis des Erdumfangs zur Wellenlänge, bei der 
größten in der Praxis angewandten Wellenlänge noch etwa 
gleich 3000 ist, auf die bekannten von Debye!) nach der 
Methode der Sattelpunkte gefundenen asymptotischen Ent- 
wicklungen. Hiernach ist für t= z,: 


(z,) = cos + z, (sin t — t cos | 
(sin z) ’? + 


(32) cost = 
analog ist: 


&-,(z,) = i(sin sin + z, (sin t — Cos r)| = 


Andererseits führen wir in das Integral IZ, die Näherungsformel für 
P,_., ein und zerlegen den so im Integranden auftretenden Kosinus in 


seine Exponentialfunktionen. Nachdem von den beiden Integralen jedes 
in die Halbebene gezogen wird, wo sein Integrand exponentiell ver- 
schwindet, kommt: 


was mit dem Obigen identisch ist. Hiermit ist unsere Behauptung be- 
wiesen. 

1) Math. Ann. 67. S. 535. 1909; besonders Miinch. Akad. 1910. 
5. Abhandl. S. 22f. 
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1. Bei der Diskussion für kleines $ können wir näherungs- 
weise die Erdoberfläche als eben betrachten, d. h. den Erd. 
radius sehr groß annehmen. Es ist dann sofort aus (32) zu 
sehen, daß nach Einführung von 


(33) Im 
als Integrationsvariable: 
(34) lim ke ku 


are aa) 
ist. Zieht man dann das Integral längs © auf die Ufer des 
von dem singulären Punkte A=— %k, ins Unendliche der ne- 
gativ-imaginären Halbebene sich erstreckenden Verzweigungs- 
schnitts, so folgt sofort die Marchsche Formel: 


ad 


Auf dem gleichen Wege kénnen wir auch den Grenzwert 
unseres Potentials für a+ ableiten. In dem Maße, wie wir 
a wachsen lassen, geht auch # gegen Null, das Produkt 
(36) at=d 
muß endlich bleiben, und mißt die Entfernung des Empfängers 
vom strahlenden Dipol. Wir erhalten, da in diesem Grenzfalle: 


ist, als Grenzwert des Potentials: 


d 
(89) 
d 

wo das Integral als Schleife um den zu 4=—kh, gehörigen 
Verzweigungsschnitt zu führen ist. Wir erhalten somit die 
primäre Erregung in Form eines Schleifenintegrals, wie es 
auch von Sommerfeld angegeben wurde. Es sei hier be- 
merkt, daß wir, indem wir bei der Ableitung dieser für 
kleines # gültigen Formeln die asymptotische Darstellung für 
P,-,, benutzten, uns eine Inkonsequenz zu Schulden kommen 
ließen, die uns zu der wenig strengen Schlußweise in (37) zwang. 
Doch sind die obigen Resultate unabhängig hiervon, denn man 
erhält nach Einsetzen von (34) in (1) durch direkte Summation 
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das Marchsche Ergebnis; andererseits kommt aus der Integral- 
lösung (2) mit (34), da ja exakt?) 

( 008-4 = J, (4d) 
ist, ohne weiteres: 


VP 


Dies ist die EEE ae von Sommerfeld für die Primär- 
erregung angegebene Form.?) 

Wir ersehen aus den obigen Betrachtungen, daß der 
Marchsche Ausdruck (35) für das Potential wegen (34) nur für 
kleine Entfernungen vom Sender richtig ist. Aus diesem Grunde 
ist auch das Fehlen einer exponentiellen Dämpfung verständ- 
lich. Es ist indessen unrichtig, diese ebenso wie Rybcezynskis 
Formel auch für Aufpunkte mit größerem + anzuwenden, wo 
die Erdoberfläche nicht mehr näherungsweise als eben an- 
gesehen werden darf. Denn die Annäherungsformel (34) brächte 
so eine Verzweigung fir t=z, = k,a herein, die die Funk- 
tion £/& in Wirklichkeit nicht besitzt; außerdem gibt bei der 
Auswertung des Schleifenintegrals nur die Nähe dieses Ver- 
zweigungspunktes einen wesentlichen Beitrag, d. h. die Um- 


(38) ll, =2 


1) Obige Beziehung ist unmittelbar zu verifizieren, denn es ist 
für n>1: 


1 
- de = Jy(9); 


was zu beweisen war. 

2) Auch die allgemeine Lösung des ebenen Problems folgt aus (25) 
durch Einsetzen von (34) und des analogen Ausdrucks für y/y’. Man 
erhält: 


@ 
0 


wobei wir erinnern, daB Sommerfelds Definition der Potentialfunktion 
etwas von der unsrigen abweicht. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 70. 41 
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gebung des Punktes, wo die Annäherungsformel — wie aus 
ihrer Ableitung hervorgeht — gar nicht mehr gilt. Die Forme 
von Rybezyfski, dessen Approximation des ¢-Quotienten nur 
eine Korrektion von (34) darstellt, ist aus denselben Griinden, 
wenigstens wo sie für größere # Geltung beansprucht, unrichtig; 
für kleine Entfernung stimmt sie ja mit Marchs Ausdruck 
überein.') 

Zusammenfassend können wir also sagen: Die Diskussion 
für kleine # liefert die Marchsche Formel ohne exponentielle 
Dämpfung; sie auch für größere Entfernungen anzuwenden, 
wäre verfehlt. 

2. Bei großer Entfernung von der Sendeantenne spielen 
die Pole der Funktion ¢/¢’ eine wesentliche Rolle. Nennen 
wir den kten Pol in re unteren Halbebene ¢,, so folgt aus (30) 


2e be 1/4 %a) -itk 
(39) ky @ a ane 1/5 (%a) 


Das Zeichen Rej bedeutet wie üblich das Residuum des in 
der Klammer stehenden Ausdrucks an der Stelle z,. Die Null- 
stellen der Funktion £,’_ :, liegen, wie aus der asymptotischen 
Formel (32) zu sehen ist, an den Stellen, wo das Argument 
des Sinus gleich einem glanzzahligen Vielfachen von # ist. 
Nach einer Rechnung, die dem Verfahren Debyes?) zur Er- 
mittlung der Wurzeln der zweiten Hankelschen Funktion 
genau analog ist, erhalten wir: 


ni 


t= 0,2)%¢ 3 | 
| 


Für den Ausdruck (30) können begreiflicherweise nur die 
ersten Nullstellen von Belang sein. Gerade diese werden — 
wie auch Debye hervorhebt — deshalb ungenau sein, weil 
sie in der Nähe der Stelle tz, liegen, wo die asymptotische 


(40) k=O, +1, +2... 


1) Auch Hr. Prof. Sommerfeld ist dieser Meinung, besonders 
was die daraus gezogenen Folgerungen betreffs Erklärung der Austin- 
schen Versuche anlangt. Vgl. Jahrbuch für drahtlose Telegraphie 12. 
S. 2. 1917. 


2) Vgl. Münchener Akad. 1910. § 4. S. 22f. 
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Darstellung (32) nur noch schlecht gilt. Unser Verfahren 
ähnelt dem der approximativen Berechnung der ersten Wurzeln 
der Besselschen Funktion J,(z) nach der für kleines x ver- 
sagenden asymptotischen Formel: 
1 1\a 
J, (z) = {z . 
Der so begangene Fehler ist hier wie in unserem Falle gering. 
Denn durch Ausrechnen erhält man aus (40) für o, den Zahlen- 
wert 0,88, während man genauer nach den speziell für ¢>z, 
geltenden Formeln 0,81 findet. Die weiteren Wurzeln erhalten 
wir nach unserer Formel sehr genau. Wir schreiben somit: 
ai 

t=z,+0,z,%e 
(41) {oder auch 

t, =z, —ia,z,', 


wo: 
2 = 0,81 = 0,70 
0, = 2,57 | a, = 2,23 
0,=3838 | a, = 3,82. 


Wir gehen jetzt zur Berechnung des Residuums in (39). 
Wegen 


1, (z,) = — ir (sin cos + z, (sin — rcos 2) 


ergibt sich ohne weiteres, wenn wir mit r, den Wert von r 
im Punkte ¢, bezeichnen: 


Ref | 4 a 
(42) oy _ (2 (tk — %a) 
— 5 
20 e z 


Wir erhalten somit nach Einsetzen in (39) als Endresultat: 
(80) 


und die Amplitude, der absolute Betrag des Potentials, nimmt 
den Wert an: 
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wobei wir uns wegen der raschen Konvergenz der in (43a) 
auftretenden Reihe auf das erste Glied beschränkt haben. 
Bezeichnen wir mit |77®| die Amplitude des Potentials in 
einem Punkte mit dem Winkelabstand 9, vom Sender und 
mit | J72| die entsprechende Größe im Abstand #,, so wird 


das Verhältnis beider, wenn wir z, = k,a= =“ berücksich- 


tigen und für den Erdradius a seinen in km gemessenen 
Zahlenwert einsetzen: 


wy 
V sind, : 


Unsere Endformel (43) stimmt genau mit der von Watson und 
van der Pol überein und zeigt ebenso den durch die Erd- 
krümmung verursachten Exponentialfaktor mit großer Dämpfung. 
Eine Erklärung der Erfolge der drahtlosen Telegraphie ohne 


spezielle Annahmen über die Natur der Atmosphäre ist somit 
nicht möglich. 


85. Diskussion bei Berücksichtigung der Leitfähigkeit des 
Erdbodens. 

Wir behandeln jetzt den Einfluß der Leitfähigkeit. 
Dabei können wir uns auf den Fall größerer Entfernung be- 
schränken, da die Behandlung der Nähe der Antenne durch 
die Formeln bei ebener Trennungsfläche beider Medien er- 
ledigt ist.!) 

Wie im vorigen Paragraph transformieren wir die Reihe (25) 
für J7, in ein Integral längs des Weges % + B. Um indessen 
den Weg 8 durch W ersetzen zu können, führen wir für 
die Funktion w’'/y die bekannte Näherung 


ein, die in der Nähe der reellen Achse, also in großer Ent- 
fernung vom Punkte 


(44) 


sich der Funktion w’'/y gut anschließt. Wir haben somit als 
Integrand eine ungerade Funktion und erhalten in direkter 
Übertragung früherer Schlüsse: 


1) Ebenso setzen wir wieder r = a. 
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| 


(45) tk,a* Yı-ı, (ai) (%a) 
td 
cos zt 


| « Pı- cos #) 


Bei der Ausrechnung dieses Integrals ist zu berücksichtigen, 
daß die Singularitäten der Funktion w’/y gegenüber den durch (41) 
gegebenen Polen von (¢/¢’)? ganz unwesentlich sind. Da nämlich 
diese Singularitäten in der Nähe des Punktes z, liegen, tritt bei 
der Berechnung des zugehörigen Residuums der Faktor e-i= 
auf, der wegen des großen Imaginärteils von z, (vgl. (44)) den 
Beitrag dieser Pole zu Null macht. Es bleiben somit nur 
noch Integrale um die durch (41) definierten Pole zweiter 
Ordnung übrig, die wir jetzt berechnen wollen. Wie aus (32) 
ersichtlich, verhält sich die Funktion (£/£’ an den Punkten ¢, 
wie sin=2(£— ¢,), und wir erhalten somit als Residuum des 
Integranden nach dem Cauchyschen Integralsatz mit Berück- 
sichtigung von (29): 


2e 4 Qu 
k; a? V ino 


a — 1, Ha) 2 _ y, 

Cares Ye — 0) | 
Dieser Ausdruck stellt gewissermaßen das Gegenstück zu 
Formel (39) für 77, dar. Zur Ausrechnung bemerken wir, 
daß in der Umgebung von ¢, folgende aus (32) resultierende 
Entwicklung gilt: 


-| (t- 4) + const + 


t sin (m - 


(46) 


plus Glieder höherer Ordnung. Es ergibt sich, wenn man (42) 
berücksichtigt und benutzt, daß 


| 2; | > | Ka | 
ist, nach elementarer Rechnung: 
Qn -i (0 + 1 » 
(47) 
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In Verbindung mit (43a) ergibt sich somit fir das Potential 
mit Berücksichtigung der Leitfähigkeit 


«8,48, 
(48) 


Wir haben uns hierbei auf die Glieder mit k = 0 beschränkt, 
da die Reihe doch sehr schnell konvergiert. 


Da sowohl J7,, wie IT, proportional 1/Y(sin) # sind, erkennen 
wir in diesen beiden Bestandteilen des Potentials Oberflächen- 
wellen. Dieses Resultat ist insofern bemerkenswert, als bei 
dem von Sommerfeld behandelten ebenen Problem nur das 
dem J7, entsprechende Glied die Oberflächenwellen vertrat, 
während das Potential bei unendlicher Leitfähigkeit Raum- 
wellencharakter hatte. 

Um unsere Formeln zu prüfen, führen wir den Grenz- 
übergang zur ebenen Erdoberfläche in der auf Seite 608 be- 
schriebenen Weise aus. Dabei zeigt sich sofort, daß das 
Potential bei vollkommen leitender Erde in diesem Grenzfall 
verschwindet: 


(49) im77,=0, 


da ja von o unabhängige Oberflächenwellen bei dem ebenen 
Problem nicht auftreten. 

Führen wir nun die analoge Rechnung für J7, aus. Es 
ergibt sich, wenn wir berücksichtigen, daß wegen des Zahlen- 
wertes von g, näherungsweise 


20 =1 
ist, 
lim IT, 
(50) lim 11, = Ce V ; 
wo 
C=— i, 


Wir erhalten somit genau den von Sommerfeld!) unter der 


1) A. Sommerfeld, a a. O. S. 696. Gleichung (26 e). 
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Annahme einer ebenen Erdoberfläche für die Oberflächenwellen P 
gefundenen Ausdruck. Denn da wir von Anfang an 


angenommen haben, ist die Wellenzahl s der Oberflächen- 
wellen, die durch 


1 1 1 
gegeben ist, angenähert gleich der Wellenzahl A, des im 
Äußeren der Kugel befindlichen Mediums; außerdem ist die 
dortige Konstante 
kath? 
C= 


bei uns mit derselben Näherung gleich — ?/k,. 


Aus dem Vorstehenden erhellt somit, daB — wie dies 
von Sommerfeld vermutet wurde — in größerer Entfernung 
vom Sender die ausgestrahlten Wellen ausschließlich Ober- 
flächenwellencharakter haben und als solche die Erdkrümmung 
überwinden; die bekannte Anschauung, daß dies durch Beugung 
der Raumwellen längs der Erdoberfläche geschieht, ist zu ver- 
werfen, da schon in mäßiger Entfernung vom Sender die 
Raumwellen gänzlich abgeschirmt werden. 


Zusammenfassung. 


Es wird gezeigt, daß die beiden allgemeinen Lösungen 
des Problems, nämlich die in Form einer Kugelfunktionenreihe 
und die von March angegebene in Form eınes bestimmten 
Integrals mit der hier angestrebten Genauigkeit äquivalent 
sind. Die Diskussion dieser, übrigens im Limes eines un- 
endlichen Erdradius in die Sommerfeldschen Formeln über- 
gehenden Lösungen liefert für kleine Entfernung vom Sender 
die Formel von March ohne exponentielle Dämpfung. Für 
große Entfernungen ergibt die Diskussion (nach Anwendung 
eines von Debye angegebenen einfachen Verfahrens der Wurzel- 
berechnung von Zylinderfunktionen) für das Potential einen 
exponentiell stark gedämpften Ausdruck, der im Grenzfall der voll- 
kommen leitenden Erde mit dem von Watson und van derPol 
für diesen Fall angegebenen übereinstimmt. Ferner wird gezeigt, 
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daß in einiger Entfernung vom Sender die ausgestrahlten 
Wellen reine Oberflächenwellen sind und als solche die Erd- 
krümmung überwinden. In Übereinstimmung hiermit ist, daß 
im Limes einer als eben angenommenen Erdoberfläche die 
Sommerfeldschen Oberflächenwellen P erhalten werden. 

Hrn. Prof. Sommerfeld bin ich für vielfachen Rat und 
für das fördernde Interesse, das er dieser Arbeit entgegen- 
gebracht hat, zu aufrichtigem Dank verpflichtet. 


München, Institut für theoretische Physik. 


(Eingegangen 20. Oktober 1922.) 
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3. Uber die Dampfdruckverminderung einiger 
Metallsalze in wäßriger Lösung bei 0° C; 


von C. Dieterici. 


In einer noch im Druck erschienenen Inauguraldissertation!) 
habe ich die Dampfdruckverminderungen untersuchen lassen, 
welche die Sulfate von Metallen in wäßriger Lösung bei 0° C 
hervorbringen. Die angewendete Methode war mit einigen 
experimentellen Verbesserungen im wesentlichen die, welche ich 
in meinen früheren Arbeiten?) angewandt hatte, bei der der 
Dampf des reinen Wassers auf die eine Seite einer Aneroid- 
barometerkapsel wirkte, der der Lösung auf die andere, so 
daß direkt die Druckdifferenz beobachtet wurde, nicht erst 
die Dampfdruckverminderung sich aus der Differenz von 
zwei getrennten Druckbeobachtungen ergab. Die Frage, welche 
durch die Beobachtungen beantwortet werden sollte, war die, 
ob alle Sulfate in wäßrigen Lösungen eine ähnliche Abhängig- 
keit der Dampfdruckverminderung von der Konzentration 
zeigen, wie ich es an der Säure H,SO, in Wasser beobachtet 
hatte. 

Das Resultat der Beobachtungen war, daß Li,SO, sich 
völlig gleich verhält, wie die Säure; auch die Sulfate der 
Metalle Mn, Cd, Zn, Mg, Ni insofern der reinen Säurelösung 
ähnlich sind, als die Dampfdruckverminderung mit der Kon- 
zentration beschleunigt zunimmt; es trat aber das auffällige 
Resultat auf, daß die Sulfate von Zn, Cd und Ni bis zu Kon- 
zentrationen von fast 2n. (zweifach normal) eine geringere 
Dampfdruckverminderung zeigten, als die Nichtelektrolyte 
Zucker, Harnstoff bei gleicher Konzentration. 

Obgleich dieses Resultat durch Kontrollversuche sicher 
gestellt war, wünschte ich unter Anwendung eines besonders 
empfindlich gemachten Druckmessers eine erneute Unter- 


1) B. Bruhn, Inaug.-Dissert. Kiel 1916. 
2) C. Dieterici, Wied. Ann. 62. S. 616—643. 1897 u. 67. S. 859 
bis 870. 1899. 
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suchung und Erweiterung des Beobachtungsmaterials nach der 
Richtung, ob auch die Nitrate und Chloride derselben Metalle 
eine gleichartig abnorm. geringe Dampfdruckverminderung 
zeigten, wie die Sulfate. Sind doch gerade die Sulfatlésungen 
der genannten Metalle wegen ihrer Verwendung in den gal- 
vanischen Elementen von besonderem Interesse. 

Ich gebe im folgenden kurz die tatsächlichen Beob- 
achtungen wieder, weil sie wertvolles experimentelles Material 
geben und nicht im Druck erschienen sind. 

Die Tabellen enthalten neben der Konzentration — Molen- 
zahlen des Salzes, welche zu 1000 g Wasser zugesetzt sind — 
die unmittelbar beobachtete Dampfdruckverminderung in mm 
Hg und den Dampfdruck selbst. Unter p theoretisch ist der 
Dampfdruck angegeben, den die Nichtelektrolyte bei gleicher 
Konzentration zeigen müßten, also 


n 
p= Pelt 


Tabelle 1. 
Cadmiumsulfat. Cadmiumnitrat 
M = 208,5 M = 246,4 

Konz Der & p Pur Konz Pw — Ps Ps Pir 
0 0,000 4,579 | 4,579 0 0 4,579 | 4,579 
0,504 n.| 0,024 | 4,555 | 4,533 0,501 n.| 0,095 | 4,484 | 4,533 
1,011 0,066 4,513 | 4,491 0,998 0,211 | 4,368 | 4,492 
1,498 0,116 4,463 | 4,451 1,496 0,346 | 4,233 | 4,451 
2,190 0,214 4,365 | 4,394 1,994 0,496 | 4,083 | 4,410 
2,500 0,269 4,310 | 4,368 2,500 0,652 | 3,927 | 4,368 
3,179 0,467 | 4,112 | 4,304 3,004 0,823 | 3,756 | 4,327 
3,904 1,153 | 3,426 | 4,292 

Cadmiumchlorid. Zinksulfat. 
M = 182,3 M = 161,44 

Konz. | p p | Pm Konz. | py— p p Pen 

0 0 4,579 | 4,579 0 0,000 | 4,579 | 4,57 
1,000 n. | 0,094 | 4,485 | 4,492 0,497 n. | 0,027 | 4,552 | 4,533 
1,491 0,138 | 4,441 | 4,451 0,992 0,061 | 4,518 ! 4,493 
1,999 0,186 | 4,393 | 4,410 1,489 0,107 | 4,472 | 4,452 
2,999 0,278 | 4,301 | 4,327 1,997 0,168 | 4,411 | 4,410 


4,245 2,557 0,275 | 4,304 | 4,364 
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Uber die Dampfdruckverminderung einiger Metallsalze usw. 619 
Tabelle 1 (Fortsetzung). 


Zinknitrat. Nickelsulfat. 

M = 189,4 M = 154,75 
Konz. |Py- P| Pp Pur Konz. |p,-p| Pp Ptr 
0 0 4,579 | 4,579 0 0,000 | 4,579 | 4,579 
0,498 n. | 0,097 | 4,482 | 4,533 0,467 n.| 0,026 | 4,553 | 4,536 
0,994 0,216 | 4,363 | 4,493 0,870 0,050 |. 4,529 | 4,503 
1,469 0,362 | 4,217 | 4,453 1,516 0,097 | 4,482 | 4,449 
1,875 0,502 | 4,077 | 4,420 
2,487 0,749 | 3,830 | 4,369 
2,997 0,989 | 3,590 | 4.327 
3.718 1,343 | 3,236 | 4,268 


Nickelnitrat. Nickelchlorid. 
M = 182,7 M = 129,6 

Konz. |py- p| Pin Konz. | py- p| Pp Pin 

0 0,000 | 4,579 | 4,579 0,000 0,000 | 4,579 | 4,579 
1,001 n. | 0,216 | 4,363 | 4,492 0,994 n.| 0,255 | 4,324 | 4,492 
1,969 0,534 | 4,045 | 4,412 2,006 0,657 | 3,922 | 4,410 
2,981 0,980 | 3,599 | 4,329 2,572 1,041 | 3,538 | 4,362 
3,649 1,377 | 3,202 | 4,274 


Ubersieht man die Zahlenreihen der Tabellen, so ergibt sich: 

1. Die Dampfdrucke der wäßrigen Sulfatlésungen sind bei 
geringer Konzentration größer, als die der Nichtelektrolyte 
gleicher Konzentration; erst bei etwa 2 n. tritt eine Lösung 
des Elektrolyten ein, welche gleichen Dampfdruck hat wie 
ein Nichtelektrolyt. Oberhalb dieser Konzentration ist die 
Dampfdruckverminderung größer als die der Nichtelektrolyte. 

Auch Magnesiumsulfat verhält sich gleichartig!), nur ist 
das Konzentrationsintervall des abnorm großen Dampfdruckes 
kleiner. Kupfersulfat ist in zu geringem Maße löslich, um 
sicher untersucht werden zu können. 

2. Die Dampfdrucke der Nitratlösungen derselben Metalle 
zeigen durchgängig beträchtlich niedrigere Werte als die 
Nichtelektrolyte, sie verhalten sich so, wie man es nach der 
Dissoziationstheorie erwarten muß. 

8. Auch die Chloridlösungen verhalten sich ebenso, nur 
ist die Abweichung von den Normalwerten nicht so groß, wie 


1) B. Bruhn, a. a. O. 
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620 C. Dieterici. 
bei den Nitraten. ZnCl, muBte wegen Hydrolyse ausgelassen 
werden. 
Tabelle 2. 
Tammann Jubitz 
Konzentration |t = 100° P,,= 760 mm Hg | t = 0° P,,= 4,579 mm Hg 
>, >. 
mm Hg mm Hg 
0,000 rn. 760 1,000 4,579 1,000 
0,789 752,9 1,009 4,534 1,009 
Cdso 1,240 749,3 1,014 4,492 1,019 
4 | 1,497 747,1 1,017 4,464 1,026 
2,001 741,7 1,025 4,395 1,042 
2,394 736,8 1,031 4,331 1,057 
0,965 750,0 1,013 4,520 1,013 
ZnSO, | 1,650 744,2 1,021 4,457 1,027 
2,214 734,6 1,035 4,377 1,046 
NiSO 0,731 752,6 1,010 4,537 1,009 
* | 1,289 747,0 1,017 4,499 1,018 
‚346 749,3 1,014 4,516 1,014 
‚746 734,9 1,034 4,429 1,034 
1,360 708,2 1,073 4,270 1,073 
Cd(NO,),| 2,036 681,0 1,116 4,070 1,125 
2,553 657,8 1,155 3,911 1,171 
2,570 656,7 1,157 3,905 1,173 
3,312 622,2 1,221 3,646 1,256 
0,492 743,7 1,022 4,484 1,021 
1,127 715,0 1,063 4,323 1,059 
Zn(NO,),| 1,718 682,0 1,114 4,133 1,108 
2,231 651,5 1,167 3,937 1,164 
3,009 595,5 1,277 3,588 1,276 
| 0,556 741,8 1,025 4,476 1,023 
0,787 731,4 1,039 4,420 1,036 
0,908 726,4 1,046 4,388 1,044 
Ni(NO,),| 1,359 705,9 1,077 4,256 1,067 
1,659 687,7 1,105 4,158 1,101 
2,198 657,7 1,156 3,956 1,157 
2,312 649,0 1,171 3,910 1,171 
0,711 746,5 1,018 4,512 1,015 
1,352 734,2 1,035 4,453 1,028 
CdCl 1,680 729,7 1,042 4,422 1,036 
2 | 1,965 724,0 1,050 4,395 1,042 
2,653 712,7 1,066 4,332 1,057 
3,069 701,9 1,083 4,293 1,067 
0,498 743,9 1,022 4,473 1,024 
Nic}, | 0903 728,1 1,044 4,355 1,051 
ee. 697,3 1,090 4,105 1,115 
2,167 664,7 1,143 3,840 1,192 
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Uber die Dampfdruckverminderung einiger Metallsalze usw. 621 


Die von Hrn. Jubitz bei 00°C gemachten Beobach- 
tungen sind in überraschender Weise in Übereinstimmung 
mit den Beobachtungen von Tammann!) bei 100°C. Die 
Tabelle 2 enthält das Verhältnis p,:p, nach Tammann bei 
100°C und von Jubitz 0°C. Zu den von Hrn. Tammann 
angewendeten Konzentrationen sind die entsprechenden Dampf- 
drucke aus den Beobachtungen von Jubitz durch Interpola- 
tion gewonnen. 

Die Tabelle 2 ergibt folgendes Resultat: 

1. Die abnorme geringe Dampfdruckerniedrigung der Sul- 
fate zeigt sich bei 100° ebenso wie bei 0°. 

2. Die Übereinstimmung der Zahlen für p,/p, ist bei ge- 
ringen Konzentrationen eine vollkommene, bei höheren Kon- 
zentrationen treten Differenzen auf, die auch auftreten müssen, 
weil das Verhältnis p,:p, nur solange unabhängig von der 
Temperatur sein kann, als die Verdünnungswärmen klein sind. 


Kiel, Physik. Institut d. Universität, 10. Dez. 1922. 


1) Tammann in Landolt Börnsteins Tabellen. 


(Eingegangen 19."Dezember 1922.) 
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4. Zur Theorie des Schroteffektes; 
von L. 8, Ornstein und H.C, Burger. 


Bekanntlich hat Schottky!) die Erscheinung des Schrot- 
effektes beschrieben durch die Differentialgleichung 
(1) J+ + od =a, 
wo J der Strom im Schwingungskreis, « derjenige im Glüh- 
kathodenrohr, , die Eigenfrequenz und o den Ohmschen 
Widerstand des Stromkreises darstellt. 
Wenn 4 die Zeit darstellt, die ein Elektron zur Abgabe 
seiner Ladung braucht, so ist 
4 
f ıdt=e, 


wo e die Ladung des Elektrons ist; « ist null für jeden Augen- 
blick, wo kein Elektron das Gitter trifft. 


Schottky hat nun einen Ausdruck für J? hergeleitet 
mittels Integration der Gleichung (1) mit Hilfe von Fourier- 
reihen. Fürth?) hat eine andere Lösung angewandt, welche 
eine beschränkte Gültigkeit hat. Es gibt noch eine andere 
Methode der Lösung, die in verschiedenen Wahrscheinlichkeits- 
problemen Anwendung finden kann.*) 

Einleitend bemerken wir, daß der Mittelwert eines Diffe- 
rentialquotienten immer null ist, es ist 


= (0. 


dg 1 (=): 
di? T. dt? Jo 


1) W. Schottky, Ann. der Phys. 57. S. 541. 1918. 

2) R. Fürth, Phys. Zeitschr. 23. S. 354. 1922. 

8) Es findet sich in dieser Notiz die Herleitung der Formel fiir den 
Schroteffekt, welche wir brieflich Herrn Schottky mitgeteilt haben 
und wovon in Hartmann, Phys. Zeitschr. 23. 8. 436. 1922 die Rede ist. 
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Zur Theorie des Schroteffektes. 623 


Wir bilden nun den Mittelwert der Gleichung (1), das 
ergibt 
J=iı. 

Gibt es nun im Mittel n Elektronenstöße pro Zeiteinheit 
so ist «= ne, also 


J=ne. 


Multipliziert man die Gleichung (1) mit J oder J- und 
bildet man den Mittelwert, so ergibt sich 


+02 = , 


da 
und 
od? = 
Es ist also 
(2) + 


Die Kombination im zweiten Glied kann nun sehr leicht 
aus (1) berechnet werden. 
Es ist 


P A 


wo, da ı überall Null ist, wo kein Elektron eintritt nur über 
die ElektronenstéBe zu summieren ist. Der Tatsache Rechnung 
tragend, daß die Stoßzeit sehr klein ist, folgt aus (1) 
t 
oF =? fidtt+ toh, 
ö 
für jeden Stoß, wo ¢ eine Zeit zwischen 0 und 4 ist, J, und J, 
der Strom und dessen Fluxion am Anfang des StoBes sind. 
Man hat also für jedes Glied der Summe J? 
A A A t A 
edt [cdt+J, |ıdt 


v 


@,? e? 


A 
+ ed fedt= + he 
Ä 0 
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Wenn man nun addiert und durch 7 dividiert und bedenkt, 
daß J, = 0, und J, = ne, so erhält man wie leicht ersichtlich 
ou = +on?e, 

und daher für J? 
Diese Herleitung gilt allgemein, solange die Stöße 
getrennt sind. 


Utrecht, Physisch Laboratorium der Ryks Universeteit, 
16. Januar 1923. 


(Eingegangen 18. Januar 1923.) 
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5. Bemerkung zu meiner Arbeit über 
Hochvakuumentladung'); 


von Richard Gans. 


Als ich meinem Freunde und Kollegen Prof. G. Jaffé in 
Leipzig vor kurzem über das von mir behandelte Problem der 
Thermionenströme geschrieben hatte, machte er mich auf eine 

Arbeit von Epstein aufmerksam, die mir leider entgangen war. 
ö Epstein?) hat genau die gleiche Aufgabe behandelt, so 
daß ihm also die Priorität gebührt. 

In einigen Punkten bin ich vielleicht über ihn hinaus- 
gegangen. Erstens habe ich die drei Gebiete der Sättigung, 
der mittleren Spannungen und der Gegenspannungen der 
Rechnung unterzogen, während das letzte dieser drei Gebiete 
bei Epstein fehlt, zweitens habe ich die Gleichungen für die 
Grenzen dieser. Gebiete sowie die Formel für den spontanen 
Strom angegeben und die zu ihrer unmittelbaren Bestimmung 
nötigen Funktionentafeln numerisch berechnet. Dann habe 
ich die Spannungs- und Raumdichteverteilung diskutiert und 
durch zahlenmäßige Auswertung bestimmt, und schließlich 
habe ich der Charakteristik eine Form gegeben, die gestattet, 
sie systematisch mittels der Funktionentafeln zu berechnen 
(indem man den Strom als unabhängige, die Spannung als 
abhängige Variable wählt), während Epstein mittels suk- 
zessiver Approximation verfährt, indem er von dem durch 
die Langmuirsche Beziehung gegebenen Wertepaar ausgeht. 
Sein Verfahren ist bei hohen Temperaturen und großen Ab- 
ständen zwischen Glühkathode und Anode angebracht, da 
dann die Langmuirsche Formel eine Näherung darstellt, 
meine Rechnungsweise führt aber auch in dem Falle 
tieferer Temperaturen und kleiner Elektrodenabstände, wo 


Langmuirs Gleichung nicht annähernd gilt, unmittelbar 
zum Ziel. 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 69. S. 385. 1922. 
2) P.S. Epstein, Verh. d. D. Phys. Ges. 21. S. 85. 1919. 
Annalen der Physik, IV. Folge. 70, 42 
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Andererseits hat Epstein gezeigt, daB die Charakteristik 
fir hohe Spannungen in die Langmuirsche Beziehung als 
Grenzfall übergeht. 

Es sei mir gestattet, dies durch eine Zahlenrechnung noch 
einmal zu belegen, trotzdem Epstein durch seine Tabelle 2 
bereits darauf hingewiesen hat. 

Hierfür brauchen wir folgende Entwicklungen für die in 
meiner Arbeit eingeführten Integrale. Ist z groß, so gilt 


dx 
1) | ——— = — 0,487 + 1,255 z’« + 1,669 zs — 0,1676 z-"« +... 
af 0,487 + + 1,669 z 


au 


Ist z extrem groß, so folgt wie bei Epstein 
(8) 


q 9n 


d.h. die Langmuirsche Beziehung. 
Mittels (1) und meiner Tabelle für f 4% wollen wir, nur 


etwas ausführlicher wie Epstein, die Charakteristik für die 
beiden Temperaturen T = 1073 und T = 1273, und zwar mit 
dem von Germershausen!) benutzten Elektrodenabstand 
1=1,178em und den von ihm beobachteten Sättigungs- 
strömen berechnen. Es ergibt sich 


é/J Spannung in Volt 
T = 1073 T = 1273 

0,1 4,23 106,5 
0,2 7,50 172,0 
0,333 11,16 244,2 
0,5 15,16 321,8 
0,7 19,49 404,6 
0,9 23,47 479,9 
0,95 24,44 497,8 


Sättigung tritt ein für 
T = 1073 bei 25,50 Volt, 
T=1278 „5160 „ 
Der spontane Strom ist für T = 1073 «/J = 0,00841 . 


1) W. Germershausen, Ann. d. Phys. 51. S. 862. 1916. 
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Bemerkung zu meiner Arbeit über Hochvakuumentladung. 627 


Mittels dieser Wertepaare sind die Kurven der Figg. 1 
und 2 gezeichnet, während die Kreise die mittels Gleichung (8) 
berechneten und in der folgenden Tabelle niedergelegten Werte 
nach Langmuir bedeuten. 


T = 1013 


Fig. 1. 


Volt Volt 
5 0,0754 100 0,0822 
10 0,2132 200 0,2326 
15 0,3917 300 0,4273 
20 0,6030 400 0,6580 
25 0,8426 500 0,9196 
28 0,9991 


Wie man sieht, sind die Abweichungen bei T = 1278 be- 
reits viel kleiner als bei T = 1078. Dagegen würden die in 
meiner zitierten Arbeit berechneten Fälle sich auch nicht mit 
grober Annäherung durch die Langmuirsche Gleichung dar- 
stellen lassen. 


42* 
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Die Beobachtungen von Germershausen weichen aus 


den von Epstein angegebenen Gründen stark von den theo 
retischen Zahlen ab. 


Es sei noch bemerkt, daß in Epsteins Gleichung (5), 


und deshalb auch in den folgenden, die Konstante k durch 
2k ersetzt werden muß. 


La Plata, 15. Sept. 1922. Instituto de Fisiea. 


(Eingegangen 2. November 1922.) 
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